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PREFAZIONE ALLA 1. EDIZIONE 
















po libro, doo ADS, il InFonRO volume Hog miei Ho, 


lirizzo degli studî da me SO dalla Geometria supériore alla 
toria delle. Matematiche. Questo ritardo però non ha danneg- 
sato il libro che già era DER poiché un libro didattico non 


Il libro svolge in apparenza il programma di Algebra del 8° 


vA dad 


4° corso dell’Istituto tecnico italiano, ma in realtà contiene 


rriera scientifica; sia perché esse sono utile complemento alla 
i truzione elementare, sia perché nella Università queste non si 
È trebbero sviluppare che troppo rapidamente in vista dei grandi 
pas sì Sag colà IL, DI: Né sembri strano se aggiungo che 


ET) capitolo One RAI per esempio, che sì è da 
cercato di mettere a base di un nuovo metollo didattico. dell’in- 


assicurazioni. 

Questo capitolo, che quasi nulla chiede alle teorie meno ele- 
mentari già svolte nell’Aritmetica generale e negli Elementi di 
;ebra, è il primo di questi Complementi. Ad esso segue il cap. 
e frazioni continue, che riattaccano l’Aritmetica all'Algebra, e 












di quei problemi usuali ed elementari ché si ori. da 
coli anche per ricreazione. In questo cap. III ho creduto di dov 
trattare con un pò di maggior dettaglio che non si usi il ca 







generale della risoluzione di una equazione lineare ad ‘n ine 







gnite !). 









dei teoremi generali che non sono stati assegnati in altri testi 
che riescono, non pertanto, utili. Ed ho fatto vedere come la tec 


luzione delle equazioni irrazionali. > CAO 
I cap.i V, VI, VII, che a mio parere dovrebbero essere sv 









dall’equazione di una curva ricavare le proprietà della curva) m 








ho voluto lasciare ciò alla iniziativa del professore. is SE 
ec 

Col cap. VI si entra in un argomento delicato, nel quale, per 
giungere alla determinazione di limiti di alcune funzioni spe 


ciali, è occorsa da continuazione e 10 MO. de DEI concetti 






1) A questo riguardo io credo che sarebbe utile trovare le formole che. € 
gano i valori delle incognite, che si ottengono con un metodo, con quelli 
che si ottengono con qualunque altro metodo, e ciò non mi pare si sia fa 
finora. 5 4 















LU cap. VII, col Huale il libro si i, sssequente alle in- 
enze dei Congressi matematici, ho data la cognizioue della 


sa a far riconoscere la variazione delle funzioni; ma non ‘ho 
PAN, x 


CASTA esterno, o parallele ad una retta data. 


Mute °. . . ° Di . CA . . ° ° 


. i . . . . . K . . . . ° 


Napoli, li 16 Maggio 1909. 


) Amodeo, La regola di Fermat-Monforte per la ricerca dei massimi e 
nimi. Periodico di Matematica, 1909. 
A. Bassi, Zsercizi e problemi di Algebra complementare. Vol. I, 


fionizori, Problemi elementari di Applicazioni dell’Algebra alla 
netria. Livorno 1897. 





PREFAZIONE ALLA 2." EDIZIONE 





La prima edizione di quest’ opera è stata per così dire una 


bozza di stampa per molteplici ragioni; e non pertanto essa ha 


incontrato talmente il favore dei miei colleghi che ho dovuto 
pensare presto a prepararne questa seconda edizione. Ciò mi ha 
dato l’occasione di rivederla accuratamente e migliorarla in ogni 
sua parte. 





Poche però sono le modificazioni rilevanti apportate all’opera. 


Il cap. III è stato invertito col IV, essendomi parso necessa- 
rio far premettere l’uso delle disequazioni alla risoluzione delle 
equazioni indeterminate. 

Nel cap. V, in seguito ad ogni discussione di equazione con- 
tenente un parametro ho fatto notare quale sia la sua rappre- 
sentazione geometrica, avendo notato che con facilità i giovani as- 
similano siffatta rappresentazione e ci trovano gusto a rintracciarla. 

Ed infine, avendo potuto assicurarmi che il tentativo tatto della 
introduzione e dell'uso della derivata delle funzioni col metedo 
di Fermat-Montorte ha avuto favorevole risultato, più di quan- 
to ardivo sperare, ed avendo potuto constatare che i giovani ci 
si adattano facilmente e trovano soddisfazione nel maneggio di 
una regola così generale, allo scopo di renderne più rapida l’ap- 
plicazione, mi sono spinto questa volta ad enunciare le regole 
delle derivate delle funzioni più semplici ed usuali. 

A me pare però che alcuni colleghi, constatata questa taciltà, 
si sian'fatti prendere la mano e addirittura vorrebbero introdur- 
re nelle scuole medie tutto il calcolo infinitesimale con il rela- 
tivo bagaglio di teoremi e di sottili considerazioni e tar uso della 
2%, 3% ed n” derivata. A questo slancio, per l’esperienza che 
ne ho, io non sento di assocliarmi; io ritengo che nemmeno sia . 


necessario introdurre l’uso della seconda derivata, poiché l'esame 


diretto del segno d-lla prima derivata basta per le questioni che 
si debbono trattare nelle scuole medie, esercita l’acume dei gio- 
vani alla discussione, ed evita l’uso di una regola empirica che 
non sempre li convince. 
Napoli, Aprile 1912. 
FA 
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_ In Italia l’evoluzione dei programmi per le Scuole Medie è fer- 
vida ed ascendente. Dal 1900 ad oggi il cammino è rilevante. Allora 
propugnai con i miei libri la introduzione del concetto di fun- 
z one nell’Algebra elementare; ora questa è un bisogno da tutti 
sentito. Dal 1909 propugnai l’introduzione della teoria della pro- 
babilità, del concetto di derivata nei complementi di analisi. Ora 
tutti chiedono che questi concetti siano applicati, il primo per 
gli alunni ragionieri, il secondo per tutti gli scolari di istituto o 
d liceo moderno. Ed io stesso che dapprincipio, per non rischiare 
troppo, introdussi la derivata con la regola di Fermat- Mon- 
forte, già colla seconda edizione ne allargai l’uso; però non 
posso tacere che la maggioranza degli scolari si stanca per ap- 
OI ndere le regole delle derivate di tutte le funzioni semplici ; 
è perciò che io ho riserbato queste ai giovani più vivaci e 
lti, per gli altri ho continuato a mantenere il metodo di 
ermat-Monforte, che supplisce sempre e bene alla cono- 
lenza della derivata, e non stanca l’alunno. 

Ciò che io timidamente tentai per la rappresentazione geome- 
trica delle funzioni e delle equazioni, ora è an bisogno da tutti 
voluto soddisfatto, e non si può negare che i giovani amano di 
trovare queste rappresentazioni, sicché io ho dato maggior svi- 
luppo a questa parte del programma. Però ho trasportato nei ca- 
pitoli VIII e IX la discussione delle funzioni, delle equazioni 
dei problemi di 2° grado, parendomi che con questa si sinte- 
ti; za tutto il programma delle scuole medie. 

In omaggio ai nuovissimi programmi, ho aggiunto un capitolo 
sul concetto d’integrazione, che certamente farà un gran bene ai 
vani, i in ispecie a quelli che non debbano andare innanzi negli studi 
dì matematica pura e che possono trovare l'occasione di cimentarsi 
colle ricerche di aree e di volumi. E con ciò l’Italia si mette in 
rfotta carreggiata. Più volte nelle mie pubblicazioni storiche ho 





laurea a scapito del contenuto intellettuale. 


Napoli, 4 novembre pb919La: . 
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| Aaplicazioni. Applicazione ai polinomi, p. 175. Applicazione ai numeri 

decimali periodici ed alle generatrici, p. 177. Applicazione alle po- 
tenze, p. 183. Applicazione alle progressioni e serie geometriche 
p. 184. 

— Esereizii, 1-62, p. 187. 


















CAPITOLO SESTO. DIAGRAMMI E LORO APPLICAZIONI. 


Di: Cosrdinate cartesiane ortogenaii nel piano. Diagrammi. Coordinate cartesia- 
fat: fune ortogonali nel piano, p. 192. Rappresentazione grafica di un feno- 
FIR) meno che dipende da una sola variabile. Esempi di diagrammi, 
O RATZA 

— Y 2. Rappreseniazione del binomio di 1° grado. Funzioni lineari, p. 197. Riso- 
è luzione gratica delle equazioni lineari, p. 201. Applicazione alla to- 
pografia. Pendenza, p. 203. Diagrammi delle strade ferrate, p. 205. 
9 8. Diagramma del trinomio di 2° grado. Diagramma di y= ar?, p. 207. Dia- 
da gramma di y=ax?24+b, p. 209. Diagramma della funzione y=a(rx—c)?, 
p. 209. Variazioni del trinomio di 2° grado, p. 211. Risoluzione gra» 
fica di un’equazione di 2° grado, p. 212. 

4. Disgramma della funzione X/e. Diagramma della funzione y= 1/r, p. 213. 
Neesba funzione y= — 1/7, p. 214. La funzione y=a?/x, p. 215. 

5. Disgramma della funzione omografica, p. 215. 

6. Cenno sulle coordin-te dello spazio, p. 218. 

or Applicazioni. Moto verticale dei gravi, p. 219. Legge di Boyle e di Ma- 
{ riotte, p. 224. 

Eseroizii 1-23, p. 224. 


- CAPITOLO SETTIMO. FunziIONI CONTINUE. DERIVATE. FORME 
| . INDETERMINATE. APPLICAZIONI. 


oi, Funzioni continue. Funzioni continue e discontinue, p. 227. Esempii, 

Di ‘p. 228. Teoremi sulle funzioni continue, (con Applicazioni), p. 229. 
fr: Funzioni continue di più variabili, p. 235. 

2. Derivaie. Funzione crescente, decrescente, costante, p. 235. Incremento 
della funzione. Derivata, p. 236. Rappresentazione geometrica della 
derivata. Esempii di funzioni crescenti, p. 239. Esempi di derivate, 

 p. 240. 

Forme indeterminate (V. avv. pag. 257). Forme dette indeterminate, 

| p. 244. Funzioni che prendono la forma 0/0, p. 245. Esempi, p. 246, 
Teorema di L’Hospital, p. 249. Esempi, p. 251. Funzioni che pren- 
‘dono la forma /%, p. 254. Esempi, p. 255. Funzione che prendono 

i la forma 0-0, 0—- 0. 

A 4 Applicazioni. Moto vario. Velocità, p. 260. Tangenti alle curve y=ax?, 

| y=a8/x, p. 261. 

Esercizi; 1-63. p. 262. 
















Polinomio di 3° grado, p. 275. Funzioni fratte di 1° grado, pi 277. 
zioni fratte di 2° grado, p. 279. Esempii 1° a 4°, p. 285. Applicazi 
Esempi 1° a 18°, p. 290. Applicazioni a massimi e minimi “de 4 
zioni a più variabili. Problemi 19° o 22°, p. 309. 

Esercizii 1-121, p. 313. | 


di 1° grado, p. 321. Discussione di equazioni di 2° sti P. n 
Discussione di equazioni biquadratiche, p. 327... e 
d 2. Contronior delle radici E SHIASIORI con uno c due DITROL, dati, p. 





tante di du Pt aa quadratiche, p. ‘385. ù 
$ 5. Discussioni di problemi di 2° grado. Problemi 1° a 10°, p. 387. 
Esercizii 1-92, p. 366. 


CAPITOLO DECIMO. Concerto D'INTEGRAZIONE. 


SCONPLEMENTI I ANALISI ALGEBRICA. ELEMENTARE, 


CAPITOLO PRIMO. 

















| ELEMENTI DI ANALISI COMBINATORIA. 
i 4 Ù 
$ 1. — Disposizioni, permutazioni, 


- Aa ° U © ° 
inversione nelle permutazioni. 


Tr Disposizioni. Diconsi disposizioni *) di n oggetti a n 


he ica con BE 

BÈ ovvio che il numero & dei posti non può essere mag- 
| giore del numero n degli oggetti. 

pi156 k=)1, ogni gruppo è di un oggetto solo, quindi i 
purcro! ILL sono %, perciò 


DEA 


n,1 


# gli posti assegnati si possono supporre succedentisi in un 
| certo ordine, 1°, 2°, 3°..... ecc.; e allora ogni disposizione 
- degli n oggetti si può CO SOL con l’allineamento dei 
BS k oggetti in un ordine determinato. Così per esempio, una 
disposizione delle lettere a,b,c,d,e contenente le sole let- 
tere d,c,e si indica con. 
@ | bce. 


ni a ; 
Viet. 
yo 


LE Per formare tutte le sa di n oggetti dad, 
‘bisogna far seguire a ciascuno elemento, uno per volta, cia- 
M 

scuno degli altri. Così per esempio, le disposizioni di quat- 
È ey Furono chiamate variazioni ida Leibniz nel suo primo seritto mate- 
Natico Dissertatio de arte combinatoria, pubblicato il 1666. 


ono Complementi di anal. aly. elementare, 3* ediz, i 1 







tro lettere, a,d,6,d a due a due sono: 





ab ba ca da 
OC="DC #00 d0 na 
ad ba ca de. oa 













zioni degli elementi a, d,c,d,e a 3: a 3 Ven a in nr 


posto sono: ua 
abc -acb adb aeb 


abda acd ade aeco 
abe ace ade aed. 


VA 


Le disposizioni aventi d in primo posto sono: 


dDac bea ‘bada. bea 
bad bed bde dec Za 
bae: bce ‘bde “bed. «© “NA 


E così potremmo scrivere quelle aventi c in primo ro 
dI sto, poi quelle aventi d, ‘e poi quelle aventi e. n 
vi In generale per formare tutte le disposizioni di dust 
a k a k si possono considerare questi oggetti dati in ur 
ordine determinato (trattandosi di lettere si possono con: 
siderare date nell’ordine alfabetico) e far seguire a cia-. 
SoERO elemento OI SD OtZioni dei rimanenti elementi « a 


e ponendo all’ultimo posto uno tor volta ciascuno dei. ri 
manenti, poi lasciando ì primi & —2 elementi tal quale. 
ponendo alk — 1” o il n degli DIGHIGNAE da e si 





le disposizioni avessero un significato. 








j RicERCA DEL NUMERO oDaL. ; 
K i LATE disposizioni che hanno tutte al primo posto uno 
stesso elemento si sopprime questo elemento, i gruppi ri- 
manenti sono le disposizioni dei rimanenti n — 1 elementi 
ca RhR—_1l a K—1, e siccome lo stesso avviene per le disposi- 
È zioni che hanno in primo posto un altro qualunque degli ele- 
menti dati, risulta che il numero D,, è uguale al prodotto 
del numero. D,4,x-1 Per n. Così si ha l’identità: 


D, a AD k-1 3 



















De == (N pesi 
aa TR) (n a 2) ei 


O o) loro e RC i fattori comuni ai due mem- 
, si ha: 


GG CRI 


e ciò esprime che: 722 numero delle disposizioni di n 09- 
gé tti a k a kè uguale al prodotto di k numeri interi, 
fox nsecutivi, decrescenti, a partire da n. 


A 4. ezio: Se k è uguale ad n le disposizioni st 
no permutazioni di n elementi e il loro numero Si în- 
“con P,, ed è uguale al prodotto: 


MEA = 


w (Mm -1)(n—2)(n—3)...4-3-2-1=1-2:3-4..(n—1)n. 


Questo numero si può scrivere: 


"a » 


®y vero 


r iù 


logge fattoriale di n, oppure facoltà di n. 


- 














Der avere indi ili IO) del numero o.che esprime 
le permutazioni degli elementi al crescere lento del num. 
degli elementi basta tener presente il seguente esempio: 

Dodici ‘persone si seggono a tavola, ma non essendo tutte «i 
tente del posto avuto, e delle persone che affiancano, convengo 
che ogni due minuti cambieranno posto disponendosi in tut j 
modi possibili, affinché tutti siano egualmente trattati. Si vuo 
sapere quanto tempo dovrebbe durare il pranzo per accontentari 

Il numero delle disposizioni è 12!: quindi il tempo che. de 
vrebbe durare la tavola è di minuti 2 + 12! = anni 1848, qualor 
non si perda tempo per altri bisogni. 


5. Dicesi permutazione fondamentale quella in cui gl 
oggetti dati sì seguono nell’ ordine assegnato; così degli 
elementi a, ,a,,4,,a, la permutazione fondamentale | 


a,43034, i 


Le permutazioni di due elementi @,,a, sono due LI 


ed 2,a,, cioè la fondamentale e P inversa. i gi 
Le permutazioni di tre elementi @,,@,,0, si ottengon 


‘facendo seguire a, dalle permutazioni di a, ed 4,; @, dal 


permutazioni di a ed a a, dalle permutazioni di a, SR 
Esse sono: 


a,0,0, A,0,0, 034,0, ii 
1,434, 43430, A4,0, + 


Le permutazioni di quattro elementi 2,,0,,03;4,; Si otten 


gono facendo seguire «, dalle permutazioni di @,,4,,,; ec‘ 


Così si ha: ip | 


a,A,4,43 
A,030,4, 
1,0,4,4, 
A,4,4,0, 


4,0,4g34, 


1,04,0,4z 
QI0,A, 
A,030,0, 
0,4,0,4g 
A,4,0434, 


ag,4,0, A,4,0,4; 


a34,4,0g 
430,0,4, 
a34,0,4, 
d34,4,4, 

dyA1,0, 


i a,434,4g si 


4,0,034, 
a,d,0,4, 


a,434,0, » 


6. INVERSIONI DELLE PERMUTAZIONI. Due elementi in u 
permutazione fanno ?mversione se non si eo nell’ 
dine assegnato. 


54132 






| presenta 15 inversioni. 
PSe gli elementi sono » le inversioni sono date dalla 


d cui i termini (niiono una progressione aritmetica, ed 


nn 1) 
3 


sd ® 

1. Teor. 1.° Se in una permutazione si scambiano tra 
lo? "0 due elementi posero ta permutazione cambia 
cla sse. 


e Agja,B; 

























si sono alterate le inversioni che gli elementi di B fanno fi 


‘ feriscono di un’unità, e perciò sono di classi differenti. da 


-ha cambiato classe. 


numero di quelle di classe pari é uguale al numero. E 


"io B. 


Con questo non si sono alterate le inversioni che gli. 
elementi di A fanno fra loro e con quelli che seguono, 


loro, né quelle di a, ed a, con gli elementi di B. Ma. 
ed a, se prima non facevano inversione dopo la fanno, 
viceversa, dunque le inversioni di queste permutazioni di 


2.° Caso. Sia la permutazione: . e 


ka; Ca,B ; 


dalla SEND AEIOTA data ia no 


Aa, Ca,B N 


Con ciò la Lara ha cambiato. classe 7 +1 volte 
Poi si scambia a, successivamente con ciascuno degli el 
menti di C e si iti in: 


Aa, Ca;B;; ; 


a x ei 


8. Teor. 2.° Di tutte le permutazioni di n clementi; 


quelle di classe dispari. 












#7 V - az A, de) 


4; ad a, a,; € ad a,, A. | 
‘Una sostituzione si può indicare brevemente con una qua- 
__lunque lettera maiuscola, così sì scriverà + 


- AR Az d, ce) 
IRA PANI SCIA DI 


_ Una ezine si dice inversa di un’ altra S quando 


S IA Aa A, Az A, 
: o ananà i 
\A, dA3 dA, Ag 


t. _ Una sostituzione non cambia se si esegue una medesima 

permutazione tanto al suo numeratore che al suo denomina- 
ore, perché ad ognuno degli elementi della permutazione nel 
enominatore sostituisce lo stesso elemento del numeratore. 
Da ciò si deduce che per confrontare fra loro due sostitu- 
ioni e vedere se sono differenti o no, basterà ridurle allo 
tesso denominatore e dopo confrontare i soli numeratori. 
E si deduce ancora che tutte le sostituzioni che si pos- 
| sono fare con n elementi sono tante quante sono le permu- 
| tazioni di questi elementi cioè la. 


e 


a sì dice identità, e si *-PROOSAO con L 


tutti differenti. 


Ta Mini che ‘ha il Santerant eguale al den 


la sostituzione si dice circolare. 
‘Per esempio è circolare la sostituzione 


(ct a, A, ta) i 
o ” , 

a, A, 0, A, 

e si dice così, perché se gli n elementi della sostituzione | 

si scrivesséro successivamente nei punti che dividono una x 

circonferenza in n parti uguali, questa sostituzione si ef- 

fettuerebbe facendo rotare la circonferenza su sé stessa di 














1 
79 FA di i fu . 
7 di giro 


I0. Teor. 1.° Se una sostituzione non è circolare equivale , 


a più sostituzioni circolari eseguite su gruppi di elementi. — 


Per esempio la sostituzione: 


s=(# dj A, A, A, A, dg dp 4 “i 
Po PRAIA AMET MICI 0 DORIA RI 


e eguale alla seguente © ? 


(È Ag A, 4; U A, Az Ao 27 Ag ; 
ROTTO da TORI PESA pp) d; 


{ 


ed equivale a quattro sostituzioni circolari fatte su quat > 
tro gruppi dei 10 elementi della permutazione. i 
Per dimostrare in Cene il teorema, osserviamo che 


aA3,04,, ecc., siccome per ipotesi essa non è circolare gli seni di; tà 
menti @,,0,z,43,4,,... non potranno essere sempre diversi. 
fra loro fino all’ultimo. Supponiamo perciò che il primo 
elemento che. si riscontri eguale ad uno dei precedenti 
sia 4,,,; Quello che si sostituisce ad a,. L'elemento 4,, 
deve essere eguale ad a,, perché se fosse eguale ad un 





| Arai td a, ed vizi lo stesso elemento 4,, quindi 
dovrebbe essere a,=a,, ed allora non sarebbe più @,,; 
n na 4a, il primo elemento ehe si incontrerebbe eguale ad 
sw uno dei precedenti, contro l’ipotesi. Parimenti si dimostre- 
9 rebbe che partendo da un altro elemento a, o si forma un 
ciclo con tutti gli elementi che rimangono o con una de 


È di essi e così di seguito. 


È pe IL Se S 6 'l' sono due sostituzioni fra gli stessi elementi, 
9 chiama prodotto di S e T, la sostituzione che si ottiene 
è seguendo prima sugli n elementi la sostituzione S e poi 
È la, sostituzione T. Il detto prodotto s’indica con ST, 

Per es. se 
E. S —_ fd, 4g 4, 9) __ {ds 4g 4, A, 
CEE 


st=(7 A, 0g (i 03:50; DÌ 
A, dz Q, A Q, A, A, A, 
| Se invece si facesse il prodotto TS si avrebbe 


Pe TS = 16 Us è, 1 Gia, 3) È 

| Oi valta: Sd, RAI SERRE PORRE 
‘che è diverso da ST. 
È) Quindi si può conchiudere che # prodotto di due sosti- 
tuzioni non è în generale indipendente dall’ordine dei fat- 
tori (non è commutabile). 
Se un prodotto di due particolari sostituzioni resta inal- 
‘A terato con lo scambio dei fattori, si dice che le due so-. 
stituzioni sono commutabili, commutative 0 permutabili 
Ta loro. 
bis (08. ogni sostituzione è commutativa con la sua in- 
versa, perché il loro prodotto in un modo o nell’altro è 
l’unità 














SS Si Nea 
Na prodotto ST si dice che S è moltiplicata a dona 















per T, e > che T è moltiplicata a sinis ra per si 
si è detto non è indifferente moltiplicare una. sost 
a destra. o a sinistra per un’altra sostituzione. | 

Se ad uua permutazione si applica due volte la stess 
sostituzione si dice che si è fatto il quadrato o la scor 
potenza di IR sortituzione, Se si applica tre, ‘quatto 








tenza, ecc. 
Queste potenze successive s’indicano con S?, s', Ss, 
e per analogia si porrà S°=1,5S'=S. Per es. STE 


Dead di: ai asa 
posto s'=( 2 ACI "la si ha s:=( AA rnnata 
27 Ug Ag A, i 27 i 


st=( a, A #0 s=(1 Ag Ag. 
AU, dg Add, A, A, dg 







È ovvio Si 
hg ht 
(Sme). 

Il prodotto di due potenze di una stessa sostituzione. 
commutativo. Ss 
Il numero delle sostituzioui che si possono fare con 1 


permutazioni di n elementi è limitato ed =!, quindi 1 
potenze di una di esse non sono tutte distinte. SA 


è necessariamente l identità S°. tt: 
Infatti, se ST è ta prima potenza di una sostituzione 926 


Shaedonti, S” (per P< P), deve essere 


a S=8". 65 0 













asia Sh 


hi Dunque S?-" coincide con una delle precedenti potenze 
_S, ma per ipotesi la prima potenza che coincide con una 
elle enna è S?; dunque deve essere” 


fer gd i 


= 


v 13, iii CON ‘RIPETIZIONI. Diconsi disposizioni con 
 ripelizioni quelle disposizioni in cui ogni elemento si può 


aaa aba 
aab abb 


BACTRNI a, 


TT RE TI ATI T4 TI PRI 


Per formare queste disposizioni sì usa la stessa regola 
lata per le altre senza ripetizioni, salvo che uno stesso 
emento si può ripetere una o più volte. 

I loro numeso s’ indica con D',,, ed evidentemente 
== RUS anche essere AS 


Tio tutte le disposizioni con ripetizioni degli n elemen- 
ia R_—-1 a k—1, e siccome ciò avviene per tutte le 




















avremo a 
i D',,, =D s% È & 


da questa diminuendo % di un’unità per volta, si ha 





_ ’ 
D EE er: nD nk-2 3 


r Ù 
Dro NDaas > 


Lo) 





. ie 2 de O . . 


, sei ; od (È POR sar 
DRD aa NN U Me 


e OT pINGAnA) membro a membro queste uguaglianze, 
si ha: RI 
, Lena 
D'ax = . 


È: Se, n=h, sì hanno le OA con ripetizioni, de 
ni quali s’indicano con P', e si ha: 

3 

N i LARE 

Di 3 Pina . Lyra DI 


14. Se nelle permutazioni di » elementi senza ripetizione, — 
a degli elementi diventano eguali fra loro, il loro numero | 
si riduce. ge 
- Indichiamolo con P, (5 6 calcoliamolo. | #1: 
Se in queste permutazioni date, gli a elementi che sono 
eguali fra loro li distinguiamo con un segno qualunque el di 
poi li permutiamo in quelli posti che occupano, da ognuna. 
delle permutazioni ne avremo «! ed otterremo così tutte. 
le permutazioni che si avrebbero se tutti gli elementi fos- 


bre 


sero distinti, quindi: è FO 
P,'xal=P,; EE 
da cui si ha: 
pio Pa" 
(3) pg EA SE 


si riduce, Indicandolo con P,°È, sarà: 


Pets n! 





i È ta) — 
Da fi P, i Bia Bi? 








«con la condizione però che sia a +B+1+...2%. ; 


_ 82. Combinazioni semplici. 


15. Diconsi combinazioni *) semplici di n oggetti a k a k 
tutti î possibili gruppi di k oggetti ciascuno, che si POSSONO 
— formare con gli n oggetti dati. 
w Due gruppi devono differire almeno per un oggetto. 
«Il numero delle combinazioni di n oggetti a & a & si in- 
dica con C,,. Dalla definizione si deduce che: ‘ 
Ci =%; C,,=1; e deve essere An. 


da 16. Se degli oggetti di una combinazione si fanno tutte le 

| possibili permutazioni, e ciò si fa per tutte le combinazioni, 
È si ottengono tutte le disposizioni degli n soggetti aka Kk. 
SU Quindi si ha l'identità: 


Con <Pa= Dna > (1) 


| cioè, 2 numero delle combinazioni di n oggetti a k a k 
Bi: moltiplicato pel numero delle permutazioni di k oggetti e 
| uguate al numero delle disposizioni di n oggetti a k a k. 
3 17. FORMAZIONE DELLE COMBINAZIONI. 

| Per formare le combinazioni di n oggetti a 2 a 2 bisogna 
| accoppiare a ciascuno degli oggetti, considerati in un de- 
Fiminato ordine, uno per volta, oi i seguenti. Così per 
| esempio dei 5 numeri: 1,2,3,4,5 Te combinazioni a due 


va a due, dette ambi, sono: 


12 23 34 45 i 


Di. is. 35 
20 14° 25 
«a SL: 


__—’*) Furon dette complessioni da Leibniz nella produzione citata del 1666, 
ed in particolare combinazioni per k=2, conternazioni per k==3, ecc, 












LE DI: Je: SI 5 le combinazioni Ad Soa terni, 
le seguenti: 


A e good o Sodo 


ea 124° 285 
sa | ‘i SUIR5I RA % 
; 134 
: 135 
145 


In generale per formare di n oggetti, considerati in un 
certo ordine, le combinazioni a % a & si farà seguire cia- 
scuno degli oggetti dalle combinazionia&k —1 a &K— di e ; 
gli oggetti che lo seguono. ky; 


18. DETERMINAZIONE DI ESE 
1.° Dalla formola (1) del numero 16 si ha: 


2.° Ciò si può dimostrare anche nel seguente modo: Se. 

si vogliono ottenere le combinazioni a & a X da quelle. de-- 

gli stessi elementi a k—la k — 1, bisognerà a ciascuna — 

| di queste aggiungere uno per volta ciascuno degli n—(k-1) s 
elementi che essa mon contiene; SERALI, da ognuna se ne 





esse un dlemento per volta, si hanno &° diventa pr 
zioni a &R—la &K—1 da cui essa si poteva RIGA VERI O co- 
sicché si ha questa identità: 


SPIA) RE SACE IAT 


NT k+4+1 


Cri ne? Chazi È k î .. 








ai no I 
e. _ ° 
s; 3 sa (Mai ’ k pala 1 È i 5 È 








Ioia I 3 i ; 


di | Se SI og 


| ovvero, sti 
pei. __nmn—-1). (_h42 n-k+1 ; x 


Corollario. La formola vi pi: 


Meg] 
S Cn = Carli x sli 





5.sì può anche dedurre osservando che la (3) si può scrivere ; 
E ia _mn—-1)(n-2)...(M—R+2) n—k-+1 3 
FOA 1.2,3..«(k=1) SRD ; 

5 Essa permette di trovare il numero delle C,, quando si i 

| conosce quello delle O,,x_,. 

In seguito, per brevità, il numero ©,, s’ indica con (1) 

‘esi DIESS:.1 n SU k i ca 


pi si n OA n\n-k+1 È 
ATO NE o) k x A 





19 Teor. 1.° Dimostrare che 

È: ! ) 
«208 a nre TR 3 
Infatti, moltiplicando numeratore e dcnominatore del se- ; 





" 
pae 
ta 
N 
i 
î) 
pb 
y 
È 
a ò 


condo membro della (8) per @- n)! I si he Hi mu: 
n(n—1) (a_2).. .(n_h+1) (m—h) e i 
E ki (n=h)! 





n! LI x 
AUT), 






20. Teor. 2.° Il numero delle combinazioni di n elemeni 
a k a k é eguale al numero delle COMUAZIONE degli stes 
n elementi an-kant—k. 

Infatti, per la precedente formola 


n! “canl 
Cna = = bhinen+h) (ER 


possono formare con 90 numeri a 87 a 87 è egualé a quell 
delle combinazioni degli stessi 90 numeri a 3 a 3, cioè | 


__ 90-89. 305° 


ad ], affinché possa essere uguale a , 


n,jn* 


21. Teor. 3.° Dimostrare che: 


GGI) 
(teor. di Stifel) *). | 


Faremo di questo teorema due dimostrazioni - 
1* Dimostrazione. Sappiamo che {18, (2)) 


n_—l (Ii 
h_I\k-1 kE 
#) Michael Stifel, nato ad Esslingen nel 1486 0 7. morto a Jena ni ] de 


1567, ha notata la prima volta questa formola nella sua Ae) inte 
pubblicata il 1544 a Nurnberg. i tuO 


Nere 
ACT 









di dusnio nel “ecando a tt relazione da dimo-. 
FS tale valore, si ha: 


SI 4 
e): 



















a é quanto bisognava dimostrare. i 

| 2% Dimostrazione. Se in tutte le combinazioni di n 
| elementi a Ra k, che contengono un determinato elemento 
no questo elemento, i gruppi che ne risultano 
E. sono le combinazioni degli altri n—1 elementi a hR_1 a 


te ì, quindi in tutto sono (- Li n. Le rimanenti combi- 


nazioni akakdei rimanenti clementi sono date da(” Lo y é 


- o quindi si ricava la formula 


n n_- 1 n— Ll 
(elet) 

È $i noti che nel caso di kK=1, la fermola precedente 
contiene nel secondo membro un simbolo che si è definito 


nel n. 20 soltanto per comodità, ma ciononostante la for- 
DI priola sussiste anche per questo caso; poiché 


I ‘o lera (07) e 


22. APPLICAZIONI. / 
i Cc: 1,° La formula precedente può servire a i trovare rapida- 
mente. i numeri delle combinazioni di # oggetti a 2 a 2, 
aza3a4a4, e00, quando si conoscono quelli di n_l 
oggetti. 

i” RERari i 
| Così, essendo (0)= ii e l, si ha 


x 


=0+(0)=e. 


i ODEO — Complementi di anal. alg. elementare, 3* ediz. ea 2 x 


anche ovvio) che le A di 2 oggetti a 0a 0, al 
al, a 2a 2, sono rispettivamente 





ATE 


- Da ciò si deduce che i I "Ra Da ta 
e ii (5)-( Mii ) 


si 13 A ia ti si 
La e completando con ( = (= risulta che le com- —. 


È binazioni di 3 oggetti a 0a 0,ala]1, a2a2 a 323 
| ‘’sono rispettivamente 








18,810 i 


Ù È Per avere le I di 4 oggetti a ti a-1}oa 2 2, 
; a 3 a 3, basta sommare rispettivamente 1 e 3,3e3,3e Ss 


Pa 


7 ; FIAT) 5 pe 
e completandoli con i numeri (0) ( ni si hanno per le com- 
Ù binazioni di 4 oggetti i numeri | i 
1 ’ 4 i 6 ' 4 "108 ° l Voi sa 


— Se scriviamo ‘queste file l’una sotto all’ altra e poniamo 
in testa il numero 1 si ha il quadro seguente: ‘» 











"che COSHFUIAce il SUIaheo oioo di Tanligiio He SH 
priele eccetto i numeri estremi, che sono tutti delle unità, 
ogni altro numero è la somma dei due numeri della fila 
| Superiore che gli stanno più vicini. 

.2.* NUMERI FIGURATI. Dimostrare che: 


Ma 0) 


Infatti, sappiamo che: 


fo), 


e per l’istessa ragione si ha: 


fo o 


eo) 
wi K kR+1 k Ko 
. Sommando membro a membro tutte queste uguaglianze si 
cha la formola che bisognava dimostrare e che scriveremo: 


(CAL 















— Tutti i numeri del 1° membro di questa relazione si 
chiamano numeri figurati del k"° ordine, e sono rispettiva- 
um ente il 1° il 2°... e 1’ numero figurato del k”° ordine. 
ni Ja formola dice che: 

"ol La somma di { numeri figurati consecutivi di uno stesso 


3 
) Nicolò Tartaglia, nato a Brescia nel 1500, morto a, Venezia nel 1557, 
pubblicò questo triangolo nel 1556, un anno prima della sua morte, nell’opera 
General trattato dei numeri et misure (cfr. Parte II, p. 69 e 71) e ne fece 
ga applicazione alla ricerca delle regole per la estrazione delle radici di 
‘qualunque indice dai numeri interi. Fu soltanto nel 1654, un secolo dopo, 
che Blaise Pascal, nato a Clermont nél 1623, morto a Parigi il 1662, 
studiò a fondo le proprietà di questo famoso triangolo aritmetico, nell’opera 
A nità du tr iangle arithmétique, ed è per ignoranza storica che è general» 
nente ft col nome di triangolo di Pascal, 
È e. pi 


“ 


“ca 









ordine a cominciare dal 1° é uguale all pro numero of ‘9% 
rato dell'ordine successivo. za 

I numeri: figurati del 2° ordine si chimiche mo. 
triangolari; quelli del 3° ordine si chiamano numeri te- 
traedrict. 

3.8 Sappiamo che il numero delle combinazioni di n alal 
menti a & a &X è uguale al numero delle combinazioni de- 
gli stessi elementi ad n —% ad n—kK; applicando questo — 
teorema alla relazione ultima trovata, si ha: ton 


kR+1\,(kK+2 ni 1 agi 
Cres LT +(%) bei. 
Nel triangolo di Tartaglia i numeri situati sopra una 
linea parallela ad uno dei lati contenenti le unità sono nu- 
meri figurati di uno stesso ordine, e la somma dei primi n 
si legge nella intersezione della parallela seguente e della 2 
orizzontale che segue l’ultimo numero. co la somma di 
1+4-+104+20+385 è 70. 
Si vegga per le altre proprietà di CERO triangolo il n. sto 
4. Dimostrare che: 


utbo\. fu U \{v «e 
( k Na 
Supponiamo che gli elementi v sieno rossi € quelli » 
sieno verdi. Se dei rossi formiamo tutte le combinazioni | 








de 


i; N) CR i 
Pb VERI 


ut, 
IR 


IONE po 
Spugne de 


n î CR 


U 
a k a k ne avremo (n) Poi, ‘se dei rossi facciamo le com- | 


binazioni a &#—lak—le accoppiamo ciascuna di esse 
con ciascun elemento verde, si avranno tante combinazioni. 


quante ne indica il prodotto EDO > 


Poi, se i rossi li combiniamo a X—2 a R— 2, e queste | 
combinazioni le accoppiamo con quelle dei verdi a 2 a n 
si REESone tante combinazioni quante ne indica il pro-. 


dotto (, i ): e così di seguito. 


Ma ciò facendo troveremo eseguite tutte le combinazioni id 
degli elementi rossi e verdi. a ka k, quindi la formola — x 
è vera. ne Li 








LA 
mn “gi Ra 





__’‘83.— Combinazioni con ripetizioni. 


23. Diconsi combinazioni con CSI, quelle com-. 


| volle. 
Così, mentre con gli oggetti a,b, si possono fare sol- 
“tanto le combinazioni semplici a due a due: 


ar + > 


rg. ab ac de, 


sa n 


A csi potranno invece fare le seguenti combinazioni con ripe: 
| tizioni: i | 
aa’ bb cc. 
ab. be 
S ac 


> no numero delle combinazioni con ripetizioni di oggetti 
_ a Ra k s'indica con Cz. 

i \Per esse, come per le disposizioni con Hi netizignie: 
eg p =" e può invece essere n< k. 


È n 











24. Per fare le combinazioni con ripetizioni di n oggetti 
a due a due, ad ognuno di essi si accoppierà sé stesso e 
ciascuno degli altri che ‘lo seguono nell’ordine assegnato. 

Così di 4 lettere, a, 0, c,d, le combinazioni con ARIE 
zioni a due a due sono: — + 


aa: bbc dd’ 


ab be cd 
ACE bd SE 
toa 5 


. Per fare le combinazioni con ripetizioni a tre a tre, si 


ipetizioni di quell’ elemento e di quelli che lo: seguono a 
ue a due. Così da 4 lettere a, b;c,d, le combinazioni 





PEA 








pat Pai ca 2. 


i 


Ta 
tI 
AA 





8 ate vote. " i 
n 


Se si sopprime un elemento una sol volta in tutte le coi 
binazioni Dl lo CO i gruppi che così risulta 


ed in esse ogni “lelanioi è scritto. 
(È SÙ 1) Oa 
n, LI 


+ 


volte ; 


cosicché aggiungendo a questò numero il numero N 
menti soppressi, che sono (Ent si avrà il numero + 


Quindi si ha la seguente identità: 


i 4 

RO na (AR ito Mai 7 a IAS 9 3 

DI ape Se n° UAUCSTE 

OVVero, i RARE RE o 
RO na "= a— 1)C nhA 4 nC PA 

De questa si deduce che Ù 
. pat EReel A 
Cha E 25 i is (I. Cai , W23 ME 


k n 









d ed fica nia il & ‘di un unità Det: polta: 3 


csi ha 
nt E —2 
, U Id 
È ì Coi vu ge Cis ) 
— ATE n+1 n+1 Ria; 
î SEI er. ti era Ci, PRG XI; 


390 


d: -@ moltiplicando fra. loro membro a ono tutte queste 
da | uguaglianze si ha: 


AZIZ AIA 


“a È Cnn La k! 
CASE n+R-1)_ 
2 Sane: =( k )= LOPES ko 


BE dall Cioè: 7 numero delle combinazioni con ripetizioni di n 

7 elementi a k a k è uguale al numero delle combinazioni 
semplici di n4+k — 1 elementi a k a k. 

_ Un prodotto di & fattori interi consecutivi crescenti a 

|. cominciare da x si suole esprimere con n* e si chiama po- 

tenza fattoriale. Perciò si può scrivere 


ti - 


to n 4 R ’ — 
M i C nik 


#'» 


n 
E! è 

2.° Mopo. Sian formate le combinazioni con ripetizioni 
di n oggetti a #—1a X— 1 (per esempio le combinazioni 
di 4 lettere a,b,c,da tre a tre); se a ciascuna di esse 
or esempio aad aggiungiamo una per volta gli n oggetti 
È dati, e ripetiamo l’aggiunzione per ik—1 oggetti che la 
| costituiscono, avremo altrettante combinazioni con ripeti- 
È “zioni di n oggetti a & a X cioè n+k&— 1. 
Però le combinazioni che si ottengono, che sono: 






Coi Pa (n ch Ra 1) ’ 


| non sono tutte distinte ed ognuna troverassi ripetuta tante 











eembinazioni con ripetizione di 6 oggetti a % a %, cioè 


SA distinto: e da acd aggiungendo a-come lettera ; * 
contiene). gr Ba 
@uindi si ba A ope 
RA i nt+k_-1 VECI 

Cia Dai EA Cei 3 


x 


vare chi i n; D 


n mtERT1 ai DI 
a * a ; 


26. ORI Problema di Tartaglta. 

Gettando k dadi da gioco ripetutamente sopra un tavolo quanti sono 
è casi possibili e distinti che si possono effettuare? $ 

Le facce dei dadi da gioco portano inumeri da 1 a 6, e quind 
i sei numeri si possono combinare in tanti modi quante sono le 


“o 
Eri 
pen 


3 di 





Oa = (ico i ù de 
$i osservi però che se si voglia la restrizione che i casi siano 
distinti, e si pone il problema chiedendo: Quanti sono i casi pos- 
sibili che si possono avere gettando ripetutamente k dadi su un tavolo? 
il numero cambia; poiché una determinata combinazione (p. es. 
la combinazione 1222...2 si può presentare non una volta sola, 
ma quante sono le possibili permutazioni che con essa si possono 
fare). Perciò il numero dei casi possibili e non distinti sono tanti 
quante sono le disposizioni con ripetizione di 6numeri a £ a È, 


e quindi = 6%, cioè ‘alla potenza %”" di 6. 


pubblicata a p. 17 della Parte II del suo General trattato dei numeri et m 
sure. Egli ci perveniva con un ragionamento che si può riassumere nella 
formola dell’applicazione 28 del n. 22. i 





; 
27. Sia da eseguire il seguente o di » fattori bi-. 
_nomii di DEVO Bgado 


(@+ a,)(c + a) +a,)...(0 +2, )(C+a,) . 


n prodotto sarà un polinomio di grado n", che si può 
scrivere. direttamente senza bisogno di eseguire le singole 
7 moltiplicazioni, purché si teiga presente che ogni termine 
del prodotto deve contenere come fattore un termine di cia- 

È scun binomio. 
È _ Ed infatti, il termine di. pit alta load del prodotto, 
| quello di grado n”°, può risultare soltanto col moltiplicare 
fra loro tutti i primi termini dei binomii e quindi esso è 
Di x”. Un termine di grado a—1 del prodotto si ottiene molti- 
3 plicando il secondo termine di uno dei binomii per i primi 
termini di tutti i rimanenti binomii; quindi tutti i possi- 


o bili termini di grado n — 1 del prodotto sono: 


n 
LA 4 
* 








È a an STIA nio WI SU tile PIE Me rg 
‘ e ponendo 2"! in evidenza risulta un termine solo di 
miegrado:n_1,, 

pe? ti À 

(A, +d, + 43- ut a ; 


i; il cui coefficiente. è la somma di tutti i secondi termini dei 
- binomii, e che si può scrivere brevemente 


. Un termine di grado n —2 del prodotto si ottiene molti- 
N plicando i secondi termini di due binomii per i primi ter- 
mini di tutti i rimanenti binomii; quindi tutti i possibili 
4 termini di grado n_2 del prodotto sono: 


Ea n, ao ,a a 0? Aa AMI i AA 


Me 











À \P. La sn = MARTI 
e ponendo: gn in evidenza risulta un termine 
grado an—-2,.. ; va 


(2,0, + 2,4, iaia tina Rae AR dn lan, 


il cui coefficiente è la somma dei dead a due a due d 
tutti i secondi termini dei binomii, e che si può scriver 
Pa brevemente ; 


SESTRI, (S ca) 
n) I 


. Così seguitando, il termine di grado n —8 del. prodotta 
avrà per coefficiente la somma dei prodotti che SÌ OMSnORTE 













e si può ‘scrivere brevemente 


ibi a;a;a e i 


il termine di grado n — k'avrà per coefficiente la somm 
di tutti i prodotti che si ottengono combinando a k. 2 
tutti i secondi termini e si può scrivere i 


ie | 
1 (8 aA,a, -.. Q}0*; 
ijh..l 


NIC ultimo termine, quello di grado zero, risulta dal pro- 
dotto di tutti i secondi termini dei binomii fra loro, oi «8 


ERI AU Ra) 


n-A 


a 


n 


Risulta dunque che: 


@+a)(e+a)(0+ a)... (2-44, eta a 


Rien 


| i ; ba. n $ î ; La] 
HD, sa IRR Nei api IA + A,4,43 ed An-44n + ton | 
ALTA I fi. È si | i 





a, ECHI E (7 a +19) 04120 
È =a*-270°—140+120 . 


i: 28. ‘PoTENZA n° DEL BINOMIO. Poniamo nella RARA (1) 
Bs; del n. precedente 


«ag; 


ll prodotto diventa la potenza (x + a)”, e ogni coefficiente 
dello sviluppo (eccetto il primo e l’ultimo) diventa somma 
3 «di termini eguali fra loro, di cui il numero è noto, essendo < 
200 eguale a quello delle combinazioni di n» elementi ad 1 ad 1, 
una aan 1)a n—- 1) 





Ma il primo coefficiente è 1 e si può scrivere (5): l’ul- 
«timo termine è a” e si può scrivere b: a"; dunque si ha 


- immediatamente la formola seguente»per lo sviluppo della. 
«| potenza-n”“ del binomio (per.n intero e positivo) 


- , 


Dteten=(p) (i ref) 


i : ì + eten SÉ H%) ar= Si 0 i 


“0 SI Dee . i (M\ N) {n î) RR 
E,sper questo che i SNA QUAI si di- 


È cono coefficienti binomiali del numero n. 
Quindi: Lo sviluppo della potenza n” deî binomtii x + a, 
| per. n intero e positivo, è un polinomio în a ed în x di gra- 
Fa n, completo, ordinato, omogeneo, del quale gli n + 1 ter- . 
pareri hanno per coefficienti rispettivamente 










POM 
È. SF coefficienti egualmente istanti dat termini estremi 
sono eguali fra loro. 


“a Se né pari il numero dei termini è dispari e vi è un 


TC 















precedente e dividlendolo pel numero cne indica tl, do 
dello stesso termine (cioé per l’ esponente di a aumentat 
di un'unità). — e 


29. Esempii. 
> (o+a)'=a'*+4ax"+6a°x° +4a’x+a* , 
(2 +a)=x%+5ax'+100°x*+100*x°+5a'x+a° , 
x (a+a)'=x°4+6ax'+15a?x'+20a*x*+154 + 00 


Se praticamente si deve formar lo sviluppo di una po 
tenza di 2 + a, e per fissare le idee supponiamo che s 
voglia quello della 21®ma potenza di @ + a, si scriveranno i 
primi due termini x°!, 21ax°°, indi per avere il coefficiente. 
‘del terzo termine si moltiplicherà 21 per l’esponente 20 di 
‘x e si dividerà il prodotto per 2 *), e si potrà così scrivere. 
il terzo termine 2100?x!*; per avere il coefliciente del quarto. 
termine si moltiplicherà 210 per 19 e si dividerà il prodotti 
per 3 **) e si potrà così scrivere il quarto termine che. | 
13300*a!5; e così via; quindi: 


(a-+a)'=ax°'+21ax®°+210a?x!°+13300? 2°-1-50850 tagli 
+203494*x!°4+54264a%x!5 +-1162800" a0!*-+2034900820!3 È 
+2939300*201%4+-3527160!°2!1 1. +2la'*atatt. : 





30. Mutando a in —a nella formola (2) si ha immedia 
tamente: 


(o =( Men (Maat4 (ria (Maro ò 


I +) id +1(2)e = 3 i a) ar, d 


=RISen è Dani l’ultimo termine è positivo; se n è dispar 
esso è negativo. 


| *) Praticamente si moltiplica 21 per 2°/,, cioè per 10. 
##) Praticamente si moltiplica 210/, per 19, cioò 70 per'19. 


- 





3 Se ed ROIO 2 e a si ‘pone e=), dI. tutti 
_ i monomii, fatta astrazione dai coefficienti, divengono eguali 
3 ; all’unità-e si ha: 


A] 
Ooh) 


—_ —Da ciò si deduce che: 
«1° La somma dei coefficienti binomiali del numero n 
P SI) uguale all n°” potenza di 2. - 
200 La somma dei coefficienti binomiali di posto dispari 
i del numero n è eguate alla somma dei coefficienti bino- 
i — miali di posto pari. 
Il primo di questi teoremi da la somma dei numeri del 
- triangolo di Tartaglia contenuti in ogni sua orizzontale. 
fo Un'altra proprietà notevole di questo triangolo è che se. 
3 si sommano in esso i numeri che stanno allineati col primo 
d5di ogni linea orizzontale e col secondo della orizzontale pre- 
| cedente si hanno successivamente i numeri 


3 1,2,3,9,8,13,21,84,55,89, 


‘ della serie detta di Fibonacci *), di cui ogni termine è 
la somma dei due termini precedenti. 





3 32, din 
1.% Trovare il 15° termine dello sviluppo di (3a + 5b)*1. 
ELL coefficiente di questo termine è 










(7/91) Qi\ -*91-90-19*18*17+16-15 
2 ) ( le Re IR o Me LC 38. Lats, 


(Walt 1+2-8-4+5+6-7 


SE 


di suoi fattori sono (8a)" , (55)!*; quindi il termine cercato è 


A 2° +39.515.17-19-a7 34, 

| *) Leonardo Fibonacci da Pisa, nato verso il 1170, nell'opera Liber 
 Abaci da lui pubblicata il 1202; fece nota questa serie, a proposito di un 
problema detto della conigliera, col quale si proponeva di sapere quante cop- 
pie di conigli si trov erebbero alla fine di ogni mese in una conigliera ove sia 
frost una sola coppia di conigli, e nell’ipotesi che ogni coppia alla fine di 
Pe peri è mese ceneri un’altra coppia, che a sua volta abbia la stessa pr oduttività, 


















da 1 da n, 
o 


i dal formola (2) si ha | 7 o. 


De A 


FT, 


FI 


In questa formola si ponga una volta x=0, poi o=1, 37) 


case 


3,...,%, sì avranno successivamente le identità: 


r dda 


pei— i 
emana x VET ì 
g* A U i fr 


ps 


<a ASCII p 
Sommando queste identità, ponendo in vista i seo di x 
nomiali, e sopprimendo i termini comuni a’. due membri, si di 


47) Si cui 4(7 ) det, 


da cui si deduce che l’incognita s, è data da 


Lorca Pt 


‘ " &,r= 4 sa È NES 


Questa formola è detta. ao perché per trovare il valore 
di s, occorre conoscere i valori di 8no43 Sagre 8 È 


una formola riguardante il limite di 


XVI, 17,55% di 


sx 
i+ , oppure 








de Sei invece di aRixa dallo iluno di (a n DI si Do dato) 


dI | sviluppo di (e + d)'+! si ottiene una formola che dà. la somma. 
hp. dello kesime potenze dei termini di una progressione aritmetica di 


“i 





prosione d. i 
. Ponendo nella (4) pr ==-Jj.si ha, 
fi 0. @+bD— (+1) ae+1)o 
STA N 7 ; 
se L: : fi { p3 
pr k=2 si ha 
fe i) LI 
i 3 ss DIX+1° —2_—82) _s@+F Dt), 
b î 6 Tux ‘6 
per k=: 8, si ha d 


3 eo 


4 
— 1-0 PD_-dn i=| ti 





Sr (n +1) — 5a, ig 108, 
| nm + 1)(22 + 1)(8n° + 8n — 1) 
Me Re 
rn + 1)°(20? + 2 — DI 
\ 12 
$ me +1) 22 + 1)(8n* pur UE SR 
vate 42 













a valore di s, si deduce che: 
La somma dei Go dei numeri interi da 1 ad n è eguale al qua- 
d rato della somma. dei numeri interi da 1 a n 1, 


3) Cfr. “a se e g., Cap. V; 18, p. i 3% ed.; oppure Aritm, c@ a 
Cap. Xx, 18.0 

#8) Cfr. Ar. P. ©I P- 462, bla ed.; VII, 3I, 5a; oppure Ar, cd Alg., p. Ai 
XVII, 3h, 58, i ; 


el Mue 
i 





e È 


A 1 
A 
o a PSPST 


P. % 














crescenti consecutivi a cominciare “ l: e che ossa sì esprime ( e 
k® (cfr. n. 25); cosicché. È 


m = k(l +1)kK+ 2)... kK+mT_-1)= Dimas 
Vogliamo qui cercare il valore della somma 


; gm pun pgrp. pai. 








i o FIELE 4 I 2 
(1a 


e per la formola dei numeri figurati (cfr. n. 22=(1 De 


Quindi | 
sa (MI7) paso _ (mm) tn—1mtn_2)..(t 1)n di ni 
È col ia i m+1 m+1 
Così, per es. 


Le Ari Bed 64 Lita +an+ n= 
IRPI ARIA TA pe sor 


4.° Alla formola se e ad altre più generali. di essa 
si giunge applicando la formola del valore di 8, 
Se si voglia p. es. trovare la somma di 


1:63 + 2- AVERI Seri + a +2), 


basta osservare che essa si «può scrivere pad "CERI 


xx k(k 4 2) SE x E db: ka SRI II su dota ta 








i) o An + 6n—- 1 
i S << 5 PORT po np 
EV i 3 3 
Ea Sr 1. i 
«_—B.A NUMERO DELLE PALLE CHE OCCORRONO PHR FORMARE LE PILE. 
«_—Probl. 1.° Supponiamo che la pila sia triangolare, cioè abbia 
— . la sua base formata come la figura qui affianco, e 





3 che gli strati successivi siano triangoli con una 00 

| palla di meno per ogni lato. Se n è il numero delle OOO 
di: palle di un lato della base, nello strato della base 0000 
È 00000 


È vi sono sp pe 3 Sei . + n palle, cioè Li 4: 1) :  Q0000O 


négli strati seguenti le palle sono date dalle somme da 1 ad n — 1, 
‘dalan— 2, ed in ultimo ve ne sarà una sola. 
Quindi la somma delle palle della pila triangolare è data da 


È ret / ID i n I 2) _ (re ) 


E° da ciò questi numeri sono detti tetraedrici. 

al -Probl. 2.° Supponiamo che la pila sia quadrata, cioè abbia la 

S sua base formata come la figura qui affianco, e che 

Aa O000O 
gli strati successivi, siano quadrati con una palla 000606 

| di meno per lato. OO0O00O 


;- Se n è il numero delle palle di un lato della base, 5 














uo | nello strato della base vi sono n? palle, nello strato 
| superiore. ve ne sono (n 1)?, poi (n_ 9), ecc., poi 1 sola, e 
? immando si ha: 


- Prob. 3,° Supponiamo che la pila sia RL che abbia 
gioò per base un rettangolo di palle che con- 
tenga n palle in un lato ed n-|- p palle nell’al- 09900089 


i tro. ‘Le palle della base sono dunque: 5 06000006: È 
; 38 | 
39 5 ea SARO 


È | AMODEO — Complementi di anal, alg. elementare, 8° ediz. 3 


x 








Quelle dello strali superiore sono > etti. 


Dia 1+p)=@= D+, A 
‘eppoi più su... ) È SCSTRIEE 


9 la) 


ed infine SP 
(1+p}=1°+1p. ri 
DS n i È Ù i Î 
î Vutn + p)="8, sa Ps, - ) È De 
1 w; ni 

6.° NUMERI POLIGONALI. Supponiamo che ad un poligono di 
p lati si sovrappongono altri poligoni simili ad esso, in modo che | 1 
di 


risultino ad avere un angolo comune e i rimanenti lati omologhi — 
Di 
S@ 


È 


paralleli, e supponiamo inoltre che i lati di questi poligoni simili. 
stiano fra loro come i numeri 1,2,3,4,...,n—1. Supponiamo 
infine che in ciascuno dei vertici LIE ognuno di essi si ponga una n 
palla; che sui lati del secondo si metta inoltre una palla in mezzo i 
ad ogni lato che ne manca, sui lati del 









i O, FS, terzo se ne mettano due, e così segui- # 
ei 5-8 D__. tando. Si avrà una figura, nella ine 

o Ò 3 AO o a cominciare dal vertice comune si tro- 

Ò Q dd 9 A Va prima una palla, poi in giro se ne 

o Se i . trovano 1+p_— 2, 1+9P-< Dre 

rat d0-0-Q o) .  sull’(n— 2)? poligono se ne troveranno 
UE altri 14 (n —1)(p— 2), sicché in ca 


il numero è dato dalla somma di . Sa 
1,1b(p—2), 1+2p—2),14+8@-2);..c 1+(-1p_2), Ù 

che sì può mettere sotto la forma seguente: è 
ped e i 


Questo numero, che riguarda un poligono di p lati su ognuno dei 
quali si trovano » palle, si dice n°*° numero poligonale di p ui 
“Per p=3 si ha l’n” numero triangolare. ra 


1 n+(5)=- : 





ia bat n=n : 


È: per p=5, si ha l’n”° numero pentagonale 


- 





È 3 Inn n(8n—1 
SA Sa f=n+ 7 — n) = SE. ece. 
Tak 2 2 
$ 5. — Potenza intera e positiva 
di un polinomio. 


È 33. Vogliamo cercare lo sviluppo della rai n: del 
| polinomio %,+@,+ ®;+...+-.x, di p termini, cioé lo svi- 
— luppo di (2,4%, REZZATO, RI 
Invece di usare la moltiplicazione di p polinomii eguali 
. al polinomio dato, perverremo al risultato cercato con un 
È ito rapido analogo a quello usato nel n. 27. Il 
| polinomio cercato deve essere di grado n ed omogeneo, 
| quindi per ogni suo termine deve avere la forma 


is 


per ‘ a, A, dg d, 
XL, Va Vs a Se Ly bi 


«con la condizione che sia 

(968 SL Gan api nara lag ra 

fi soa a, 

SG "Ogni prodotto, '2, ‘ig? noi "? può considerarsi come una 

pc combinazione con ripetizione. dei p termini del polinomio 
‘ dato ad n ad n, dove &, è ripetuto a, volte, @, è ripetuto 
a, volte, ecc.; quindi il numero dei lermini non simiti dello 

Hi stvppo della potenza n” del. polinomio di p termini è 

DA — eguale al numero delle combinazioni con ‘ripetizione di 7 


n 1 
oggetti ad n ad n, Cioè On =( I ): 


Occorre però vedere oa volte si può presentare uno Sd 
| stesso termine per ASTE il EOSnicrnuo che gli spetta nello si 
| avilnppo ; 

_ N termine 2, ‘iovando essere preso in «, polinomii di- 
ver SÌ BHO, essere preso in: tanti modi quante sono le com 
















quindi daO essere preso in tanti modi diversi cur ne PAD 


a e perciò il prodotto (£ Y 5 9 È 
LI 2 gui 


2 
rappresenta in quanti modi diversi si può fare Ja scelta di 


a, termini @, ed a, termini 4, Fissato uno di questi medi, < 
il termine a; si può prendere a, volte dai rimanent 


fn a, 
(n—-a,— a,) polinomi in |. 


i n 
presenta il a 


o or FICO 
) modi diversi, ece 
a, 1 2 
ecc.; in fine 4, si può prendere a, volte in 


(otra 
Lo: Res 3 


P i 
modi diversi, na n—a,— a, —...—4,_,=%, dunqueglia, | 
%, SÌ possono prendere in un uo solo. #00 3 ll 

‘Si ha dunque che il coefficiente del prodotto A Vi IA) Lo o? -d 
nello STIRERRO cercato è #3 


De a, doni 3 Poco di (a da, dg. “Jai 


53 (na) (n-a,-a,)! (m—a, —d,-A,—. 0 È; 
n a,l(n-a,-a,)! a,l(n—a,-a,-a,)! = a, 
rai 
alata... a, s 


Si può dunque conchiudere 


(ta ta,t.to,)=) 


per 


n! 
1a! 
a, 1)! A31...0,! 


Viti ma ga 


a,p+a,+a,+...+ta,=". 


Per m=2 questa formola si. riduce a 


n! sat 
(21+2)"= >» RSA 


a,in—-a,)! 


che coincide con la formola del binomio già data nel n. 28.0 





134. Viani TNzIOne omogenea RO di Ever n delle 
fe ioni Ci Lady, --.,%, ha, con coefficienti numerici 
| differenti, gli stessi IA della potenza n" del polino- 
mio (0, +%,+%,+. .- + &,); quindi si conchiude che : 

Br: Il numero dei RSA non simili di una funzione in- 
tera omogenea completa di grado n di p variabili è eguale 
& a taz ZE "5% Li: ea 3) 
Una funzione non omogenea di grado n e di p variabili 
può considerarsi come funzione omogenea, se ogni termine 
csì suppone aumentato di un fattore rappresentato da una 
«| potenza di l atta a far elevare il termine al grado n”. 
Quindi si deduce che: 
._ Il numero dei termini distinti di una punzione intera 


non omogenea completa di grado n e di p variabili è eguale 
al numero dei termini di Una funzione omogenea completa 


| n 
di grado n e di p+ 1 variabili, e quindi = ( ne ) 
“ Invece una funzione intera non omogenea di Sesto pè 
e di # variabili ha Cs sa °) termini distinti. Quindi se ne de- 


1 duce che: ca 
Il numero dei termini di una funzione ea non omo-. 
| genea completa di grado n e di p variabili è eguale al nu- 
mero dei termini di una funzione intera non omogenea 
È completa di grado p e di n variabili. 


— 35. Per eseguire praticamente lo sviluppo della potenza 
P pira di un polinomio di p termini occorre saper scomporre 
«il numero n in somme di p numeri in tutti i modi possi- 
| bili. Quest’ operazione si chiama partizione del numero n. 
Così, per esempio, se si vuole sviluppare (a +3 +e + d)', oc- 
| corre partire il numero 5 in somme di :4 termini. Facilmente si 
vede che si hanno le seguenli partizioni 







0005. 0014 0113 1112, 
0023.0122 








MAPS 





quindi si ha: RESERO da Sui 


(a404+0d) =La4 0, È ad 
















 ZaVL 





asp 
% Pi tase i, 


pei 
Le Pisco ‘E 
=Za° 4 bEab'-+102a*b*4+-20Zabc®*+-30£ab?c ;°4-60Zaded? v 
a) +6 4-cÈ '+5(ub*+-ac' +ad® pda'Lde'+hd' oa +cb'+ed* 
ese A 

IRR ba?d* + ba? 4 b°c 3 LHR4-RA 4A LR %; 
ao I ; 

+-20(28e + ab +aod'+-asd pad ad {boa" +-béd®+-bda"+-bde® | 
Loda® {-cdb®) 

+80(a8°c® +-ab®d®+-ac®d® +-ba®c® +ba?d® +-bc*d? +-ca®b°+-ca?d*+-cb?d? i 
L-da®b?+-da?c* + db%e' gir 


15 


+60(abcd° + abdc® + ddob 4 bed) 

Se invece si vuole lo sviluppo di (a +8+ 60)" si trova più fa | 

cilmente: i ; + SANE 

(ab + 0) =Za° 4 5Zab'| 10£a?? + 20gadc* +-30£ab?c? ; 

a 4-68 4 c54-5(ab'+ae'Lba'4-be'|ca' eb) 
+10(a?88-+ ae +53 +3*c*+-c%a* +e?8?) 

+ 20(adbe" + acb* + bea?) i 

-+30(ad°c? + de*a°+-ca?2?). 


\ 


(a +b+4+c+,.0.)°=Za' + 2Zab 0 
e per (A+0+-c)? si ritrova la formola 


(a40+c)?=Ea° RR 


LIL ni 52 6 55) +) 


#) Il primo trattale sulle combinazioni fu scritto da Blaise Pas cal n 
1654 ed è intitolato Traité du triangle «rithmétique (Oeuvres, Paris, 1880), ed 


8 6. Cenni sulle probabilità. 


| ‘86.Il giuoco dei dadi e la ricerca del mododi ripartire equa- 
mente la somma impostata fra due giocatori, che non hanno 
terminata la partita del gioco *), hanfatto nascere la teoriadel- 
la probabilità matematica, detta semplicemente probabilità. 
La probabilità si distingue in a priori ed. a posteriori, 





esso fu presto seguìto da’ lavori di G. W. Leibniz (1666), di J. Wallis 
(1685), di B. Frénicle (1693), diJakob Bernoulli (1713), di A. de Moi- 


vre (1718). La notazione n! è di Chr. Kram p (1808). La notazione (6) è 
i D 


stata introdotta da I. L. Raabe nel 1851, mentre Euler aveva usata (=) 3 


Il nome di inversione fu introdotto da J. D. Gergonne nel 1813. 

Lo sviluppo di (a + bd)”, sebbene porti il nome di I. Newton, era già” 

dato dal cinese Tschu Schi Kih nel 1803, da Stifel nel 1544, ed appli 
cato da Tartaglia nel 1556 all’estrazione delle radici ne°îme; Newton in- 

| vece ha avuto il merito di aver estesa nel 1676 la formola stessa al caso di un 


N A ep an n i er nei ie i 


e 


% 


m 
| esponente frazionario — positivo o negativo (nélle Zettere a Oldenburg). 
n x 


Re 


vr 


Leibniz in una lettera a Johann Bernoulli nel 1695, ma fu pubbli- 
cata-la prima volta da de Moivre verso il 1697. 

Per la formola sy = s,? è utile far conoscere una dimostrazione diretta 
trovata da non molti anni in un’ opera del ma- 
tematico arabo Alkarchi, vissuto verso il 1010 B 
d. C. 

È Sia ABC il quadrato che ha per lato la somma 

— dei numeri da 1 ad n, ed AB'C'il quadrato che ha  B' 
| per lato la somma dei numori da 1 ad n—1, si ha: Ei 

| AB?=(AB'+ B'BY =AB? +2-AB" B'B + B'B? gy|_ È 


5 
i 

















TTI 


e quindi ‘ i 39 
|| | AB°—AB®=2.AB'.B'B+ B'B? = PER ia | 
CI 
NA ali ____ 
È —2n., En+ban=nn_-1)+bn=n. Je C Cc 
3 ù | 


__ Dunque lo gnomone B'BCC'B'= 7%, parimenti lo gnomone 
Sa B”B'C'C"B"=(n—1)?, ecc. ; 
| perciò 1°+2°+39 +... +nî=(1+2+3+...+nf. 





Be 


E: ") Questo problema fu posto la prima volta da Luca Paciolo (Summa 
Li de Aritmetica ecc., Venezia, 1494, fol. 197) e malamente risoluto. Fu riso- 





La formola dello sviluppo del polinomio si riattacca ad un’osservazione di . . 





































i ‘—CA, é@ da caara alla speranza matematica, alla. 2. 
ranza morale e ad altre teorie sulla media degli erroi 
nelle scienze di osservazione, sulle assicurazioni “della vi 
e degli infortunii, ecc. peli 
Avvenimento incerto è quello la cui effettuazione non ri-- Io 
sulta con certezza dalle condizioni conosciute 0 assegnate, 
ma per essa si può solo esprimere un grado più 0 meno 
elevato di possibilità. ]l calcolo delle probabilità ha per 0g- 
gette lo studio della frequenza relativa degli avvenimenti ta 
incerti. Se gli avveninaenti sono dei fatti teorici 0 matema- 
tici, per i quali la misura della probabilità risulta da una 
definizione, si ha la probabilità a priori; se sono invece È 
dei fatti fisici o sociali per i quali l'osservazione e la sta- Pi 
tistica devon servire di guida o sì cerchi la probabilità 
delle cause dedotta dall’ osservazione, si ha la probabilità Ad 
u posteriori. Se l'avvenimento dipende da una 0 più varia- 
bili continue, sicché i casi possibili sono innumerevoli, SERBE 
la probabilità geometrica. i 
Un esempio della probabilità a priori si na nell’ avveni- — 
mento di far sei punti gettando due dadi sul tavolo; ‘un 
esempio di probabilità a posteriori si ha nella possibilità 
o non che una persona di 30 anni possa raggiungere l’età 4 
di ie anni, 0 ah un avvenimento, che «era "DOSARE sepast fn 


op solo per una “Rinnià di esse; un esempio da 3 
probabilità geometrica si ha nella possibilità che un ago, | 
di lunghezza 4 o una moneta di diametro a, gettati su SH 
tracciato di rette parallele equidistantì fra loro per un seg- o 
mento 0> a incontri una delle linee (problema di Buffon *), È 
oppure che quattro punti presi a caso in una figura geo- 
metriea formino un quadrilatero convesso (problema di Sylo 
vester) **). 3 
La teoria della probabilità si fonda sopra. un piccol foce 
mero di principii che esporremo man mano che occorre; 
ed i problemi che essa studia possono raggiungere difficoltà su 
3 


*) Essai d’Arithmétique morale, seritta verso il 1760. 
#*) Eneyclopaedia br itannica (9* ed.) Edimburgo, 1885. 





dali che ‘per Aivirie occorrono le sto teorie TRENTA 
— per la qualcosa qui ci limiteremo ad esporre soltanto alcuni 


a ai 


_ diquelli problemi che sono assolutamente ‘elementari. 


| 37. PROBABILITÀ A PRIORI. Allorquando un medesimo av- 
i venimento che ha luogo n volte può ripetersi / volte nel 
È moda desiderato (caso favorevole), e c. volte nel modo con- 
i _trario (caso contrario), e tutti i casi sono egualmente pos- 
E stbili (si tenga ben mente a questo), dicesi probabilità fa- 
 vorevole il rapporto p= Gi = e probabilità contraria 
ia 
{ 
$ 


fo 
AURA 





“il rapport o Gi, 

ES] ian FRE 

| Se f= 0, si ha l'impossibilità del caso 0 favorevole, ed essa 

«— é definita da p— 0; se-c=0 si ha la certezza del caso fa- 

vorevole, ed essa è definita da p= 1. Secondo che la pro- 
babilità risulti < = o > di ‘/, si dice che l’avvenimento 

è inverosimile, incerto 0 verosimile. 

. Inogni caso la somma della probabilità favorevole e della 

| probabilità contraria è eguale ad 1, sicché 











# 


Custo: 


38. Esempio. Vi è più probabilità a vincere con tre dadi sul numero 
pid o sul numero 10? *) La somma 4 può risultare qualora i dadi 
a presentino rispettivamente i numeri 1, 1,2, oppure 1; 2 , 1, op- 
| pure 2,1,1; quindi si hanno 3 casi favorevoli su 6° casi possi- 
bili; mentre la somma 10 può presentarsi 6 volte con le permu- 
| tazioni di 6, 3, 1; 3 volte con le permutazioni di 6, 2, 2; 6 volte 
| con le permutazioni di 5, 4, 1 odi 5, 3, 2;3 volte con le per- 
È | mutazioni di 4, 4, 2,0 di 4, 3, 3; quindi in tutto 2 volte. 


a 27 
de la DE ed di vincere col numero so è oli mentre quel- 


5) 


Sa *) Galileo Galilei (Considerazioni sopra il giuoco dei dadi, scritte 
prima del 1642. Opere, v. 8, Firenze, 1898, p. 591-4).- 








39. PRIDIEICISA TOTALE. Of un ‘avvenimento. sì può Ne. 
. produrre in più modi differenti, ma tali che due di essi non 
possono prodursi simultaneamente, dicesi probabilità totale © 
la probabilità dell’avverarsi dell’avvenimento in uno qua- 
lunque dei modi considerati. Così se l'avvenimento A ha 
n casi possibili, e di questi /, casi possono avverarsi nella 
‘ forma A,,/y casi nella forma A,,...,/,casi nella forma:A;,,e + 
due qualunque di queste forme non possono avvenire simul-. ol 
taneamente, e se si cerca che l’avvenimento abbia luogo in- 
differentemente sotto una qualunque delle forme 13 (RSS 

i casì possibili saranno 


TREY 


e quindi la probabilità totale è 
CRE TI+£ 
'URIPRNITRG I ES ETTENTA TI 
Ma questa è eguale a 
OLO "dogit +ntr OL 
dunque: i 
La probabilità totale è la somma delle probabilità favo 
revoli ai singoli casi. x 
EsemPIl. 1.° In un un'urna vi sono 6 palline bianche, 7 rosse, 11 
verdi, ed altre 16 di colori differenti da questi; qual'è la probabilità- 
che una pallina estratta sia bianca 0 rossa 0 verde? 75 
In base al principio della probabilità totale la probabilità cer- «Gg 
” , 64+7T+11 24 83 
cata p sarà = —______=-x=—. 
! 40 40 5 
2.9 In un'urna vi sono i numeri da 1 a 90, qual’è la probabilità * 
che tra 5 numeri estratti ve ne siano 38 assegnati prima? i 


90 Fosse 
I cinque numeri estratti possono presentarsi în( Ri) modi dit- 


ferenti, questi sono dunque i casi possibili. I casi favorevoli sono 





che, sui. cinque numeri, tre siano i dati, o gli altri due siano e; 


90—8(,, È 

fra i rimanenti 90 — 3 numeri, e ciò può avvenire in ( o dà o 
di. D l babilità richiesta è (3 3 st E 
modi. Dunque la PEC abilità richiesta è 2): 5) ita A 





LETO Sohovalo. ‘se î numeri sono m; e si cerca la probabilità che 
A fra n estratti ve ne siano p assegnati prinà, si avrà per la proba- 
_ bilità cercata | 4 Ù 


29 ì Morse DEN, fi 
0). 


È 3.° La probabilità di fare con 8 dadi una somma di punti superiori 
. 4 14,è la somma della probabilità di fare 15, 16, 17 e 18 punti. 


«40. ProBABILITÀ composta. Se un avvenimento A è do- 
. vuto all’avverarsi simultaneo 0 successivo di più avveni- 
menti A,, A,...., A; fra loro indipendenti, di cui le proba- 
bilità favorevoli siano rispettivamente p, , p,,-..,);, si dice 
che l'avvenimento A è un avvenimento composto; la sua 
| probabilità p si dice probabilità composta. 
La probabilità p dell’avvenimento composto è eguale al 
| prodotto delle probabilità MEAN Pi; Pa; --, P, degli av- 
pine semplici 
evo; DEPP D. 


Infatti, siano Di, Na Magi I i casì possibili ed /,,/,, 
Phra i casì favorevoli degli avvenimenti semplici Ag 


i 
ESTE RALE: sarà =...) di Quando simul- 
| taneamente 0 successivamente i due avvenimenti ALTARI 
avverano, ciò succede perché un qualunque caso MVNStOle 

« di A, si è combinato. con un qualunque caso favorevole di 

F Aa; È combinazioni favorevoli possibili sono in numero /,/, ; 

| mentre tutti i casi possibili danno »n,n, combinazioni; dun- 


| quela probabilità favorevole della concorrenza dei casi A,, A, 


fi fa 


13. cioè da —-+ = p,p,, L’avverarsi simul- 





. èdatada xa 
| taneo dei casì BASSA» avrà la probabilità DaPaDg e così 
| seguitando. 

Un caso particolare della probabilità composta è che un 
«| avvenimento si ripeta n volte nelle condizioni identiche. 
o fee? è la probabilità dell’ avvenimento semplice, sarà p" 

la probabilità che l'avvenimento si ripeta n» volte. 

+ Occorre però notare che se gli avvenimenti non sono in- 
— dipendenti fra loro, la probabilità composta si ottiene mol-. 


» 


‘s intarsi in ( 











menti la probabilità Ta rpndfole "i 1°, per ui proba 
‘tavorevole al 2° dopo che il 1° si è effettuato, e moltipli- | 
cando il prodotto precedente per la probabilità favorevole 
al 3°, dopo che si è OIGTAAIO regna così di Reato 


41. Se p è la probabilità favorevole di un avvenimento A 
la probabilità contraria è g=1—p; quindi la probabilità. 
‘al'’nché non si effettui n volte di seguito è 9g". Da ciò si de- 
luce che la propabilità affinché l'avvenimento A si effettui 
ma volta almeno su n prove è i 


hu; Q == i eni q" 2 
Da questa eguaglianza si deduce g"=1— Q e quindi | È 
log(1 — lai 
SS PETER, aa 
log g 


Il numero delle prove necessarie nani st possa avve- 
nre l'avvenimento A con la probabilità Q, supposto sta q 
‘a probabilità contraria all’ avvenimento semplice A, è il 

log(l1 — 
nimero immediatameute superiore a logtsar 
log g 

42, Esnmpn. 1.° In un’urna vi sono i numeri da 1 a m; si cerca — 

La probabilità che fra n estratti vi siano p di s numeri assegnati prima 


. . . . Mm ni . Ul . n 
I casi possibili sono ( ) I casi favorevoli sono che p fra gli 
i . _n aj i 


e 


. . . . . . s Li ° ; » 
s numeri assegnati, che sono possibili in ( ) modi, siano accop- 


»i.ti con n — p dei rimanenti m —s numeri, che possono pre- si 


mM —=<8 


an È 
Dunque la probabilità è 


( 8 X —_ 8 
È di 
‘ n 
2.09 Si hanno dui urne, in una vi sono i numeri da 0 a 9, e nu 


altra le decine da 10 a 90, qual’è la probabilità di fare è numero 12° 
estraendo un numero dall’ una e uno dall’ altra? 


) modi. 











La probabilità di estrarre il 70 è TA. quella di estrarre il 


RG! 1 
2 è 10! quindi la probabilità di estrarre. 72 è 90! cioè è 1, 


stessa che si avrebbe se i novanta numeri da 10 a 99 fossero in 
È « un’urna sola. SL 
6 Ciò spiega perché nelle estrazioni delle Lo uienie invece di im- 
‘Ta bussolare tutti i numeri in un’urna sola, si imbussolano in dive1 se 
urne le unità dei diversi ordini dei numeri da estrarre. 
2 ._ 3.° Un’ urna contiene 6 palline bianche e 10 nere, qual? è è la pr9- 


È babilità che prendendo 5 palline ve ne siano 2 bianche? 


Se | 6\/10\_/16\ 75 

-__ Risposta: ( E = 

o 2/\3 5 282 

” 4.° In un'urna vi sono 6 palline bianche, 4 rosse, 5 verdi; qual'è 

la Dx: di estrarre in tre successive estrazioni sempre pallini 

verde, supposto ogni volta rimessa la pallina verde nell’urna? 
Db 01 


15 15 15 27° Tea i 





5.° Qual’è la probabilità di estrarre, dalla stessa urna precedente, 
E | îm tre successive estrazioni pallina verde, nell’ ipotesi di non rimette 
la pallina verde? © | 

T.. Qui si deve supporre che, dopo che si sia effettuato il primu 
| sorteggio della pallina verde si effettui il secondo avvenimon 0, 
| e così egualmente pel terzo; quindi la probabilità cercata è 
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5.0 Qual’è la probabilità di ottenere 6 una sola volta con un darlo 
3 diri? i 

È “i °°; . . sa ‘ 5 . 
i probabilità che ron esca 6 in ogni tiro è pel e per tutti 





3 
i tre tiri è w° Perciò la Fobia di ottenere il 6 è 


È | res) 53 90 
63° 216 


s 


1.° In quanti getti del dado la probabilità di fare 6 è —? 


Posto che il numero dei getti del dado siano a, si ha 

rog -È) og I 
O o _ 

if Ao 

Lili eert » en Er 


5 
log— log— 
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e quindi la probabilità cercata si può avere in 8 getti. |, 






















43. PROBABILITÀ CHE UN EVENTO ACCADA ? VOLTE DOPO % A 
TENTATIVI. Se p è la probabilità favorevole dell’ evento, e — 
g==1—p è la probabilità contraria; la probabilità che 1’ e- 
vento si verifichi una determinata volta sola sopra n ten- 
tativi e non succeda negli altri è SL il teorema della prom: d 
babilità VORRAI h 

venntci } 

Se invece si chiede la probabilità che l'evento accada in | 
uno qualunque degli n tentativi e non negli altri è per i ; 
teorema della probabilità totale. 


mpg - 


La probabilità che sopra n tentativi l’evento si effetto À 
in 2 soli e determinati tentativi e non negli altri è p°9*-?; e_ È 
quella che si effettui in due qualunque di essi e non negli — 
altri è la somma di tante volte p°g*-* per quante sono le | 


- 


combinazioni a 2 a 2 degli n tentativi, cioè | hi DPR 
«In generale la probabilità affinché l’evento si verifichi‘ in “d 
r tentativi qualsiasi fra gli n e non negli altri ‘(506006 


La probabilità che l’evento, si verifichi non 7° volte esat- 
tamente, ma almeno 7° volte, entro tentativi, è la pro- 1 
babilità totale che si verifichi una voltaà, due volte, Sn 


quindi è 
n My n=r 
OLE 


Esempio. Da un'urna contenente 10 gr ori di palline numer cate dal 
1 a 4, st estrae 8 volte una pallina e ogni volta si rimette nell’ urna, 
Qual’è la probabilità de estrarre 3 volte il numero 2? 
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vai 
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La probabilità di estrarre 2 è ToLIG quella di non estrarla è 





7: perciò la probabilità di estrarre 3 volte 2 su 8 tentativi è 


8 FIAS 85 1701 
È, VIVA ni “1:28 48 8192 
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._. 44. PROBABILITÀ.A POSTERIORI O DELLE CAUSE. Un avveni- 
| mento A sia dovuto alle cause C,, C,,..., C,, che si esclu- 
«dono scambievolmente, e sono indifferentemente tutte egual- 
| mente probabili a priori oppur no, e sia P, la probabilità 

«che A sia dovuto alla causa C,, 0, la probabilità che A sia 
Bi: dovuto alla causa C,, ecc. Quando l’avvenimento è effet- 
tuato in una prova si può ricercare quale è la probabilità 
. P,, che l’evento sia dovuto alla causa C,, questa probabi- 
wi lità:si chiama a posteriori. Essa è stata assegnata da Ba- 
yes *) con la formola seguente: 


“x 

















ii 1 
‘Aa (1) 
se tutte le cause erano egualmente probabili a priori, e 
con la formola 
WD, 
RIPA Mn 2 
a 1 Zw,p, ( ) 


| se ogni causa C, può avere una diversa probabilità w, di 
|» far effettuare l’avvenimento A. 

| Per dimostrarla si può fare il seguente ragionamento: 
i Perché l'avvenimento sia prodotto dalla causa C,, biso- 
| ‘gna: l° che quèsta causa sia messa in azione; 2° che 
2 essa produca l’avvenimento A: ciò dà luogo ad una proba- 
| bilità composta di ©, e p,, e quindi la probabilità H, perché 
| l’avvenimento A sia, avanti ad ogni prova; dovuto all’ in- 
fiuenza di C, è w,p, Allo stesso valore si può giungere con 
| quest'altro ragionamento: bisogna che | avvenimento sia 
® prodotto da una qualunque delle cause, e ciò importa -la 


SI probabilità — w,p,t0, DE Odi, 


_ *T. Bayes, An essay towards solving a problem in the doctrine "of 
| chances (1763). 












e ; poi che esso sia a pio: dalla causa C,, il che i 
tesi ha la probabilità P,; dunque la probabilità H, dell'a bi 
venimento A è pure espresso da e. 
(0,9, + 60,2, + +©OnPn)P: 
Dall’ ‘eguaglianza delle due espressioni si ha 
wp, = (0Py+WPa +. + ® «bo, 


(A 
Ew,p, 














e quindi dere 


Se le w, diventano eguali fra loro, le cause G, lianno la 
stessa probabilità, e si ritrova la formola (E ZL 
Esempio. Delle urne contengono rispettivamente 3 palline bianche | 

e 2 nere, 5 bianche e 7 nere, 8 bianche e 2 nere, 4 bianche e 9 nere; Sd 
essendo stata estratta una pallina bianca sî vuol sapere quale è la Drogo I O 
babilità che essa sia stata estratta dalla prima urna. Sa | 
La propabilità a priori della estrazione della pallina bianca. SI 
dalle singole urne sono rispettivamente dee 
3) 5 4 4 

BOL BE pla 


stata estratta dalla prima è 


-8 
5 # ATE 
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45. LA LEGGE DEI GRANDI NUMERI. Sotto questo nome sono 
compresi due teoremi impoes: DUssini uno di Jakob Ber- 
noulli l’altro di S. D. Poisson #), dei quali qui cerche- 
remo di darne un’idea con degli esempil. Cota 

In un’urna vi siano 5 palline bianche e 3 nere; la pro- 


babilità che si tiri una bianca è e = p, e quella delle nera. È 


0) 


3 I 
è fera = di si tiri ogni volta una pallina e la si TIDONBO, suc < 


# 


*) J. Bernoulli, Ars conjectandi ; 1713; S. Di Poisson, Recher- 
ches sur la probabilité des jugements, 1837. 2 


Via 





- cossivamente nell’ o e» si AMA indefinitamente Pos 
| perazione; ogni volta uscirà una pallina bianca o nera. Se 
 m ed n sono i numeri delle palline bianche e nere uscite 


. dopo s estrazioni, saranno e eg 1 casì verificati a po- 
steriori dei due avvenimenti. Al crescere del numero: s, i 


Mr SOTA dee PI ò ; ì : i 1 
. valori gia varieranno e potranno essere rispettivamente 

















‘ eguali a p e q 0 differirne. 
. Dall’essere la somma 


se Na 





risulta che . 
, mM i pa È 
La Pif RESO 9 





Pai 


| cioè che, in valore assoluto, le differenze suddette sono egua- 
_ li: questo valore delle differenze si pone =6@.e si è chiamato 
_, scarto. Buffon fece gettare una moneta in aria 4040 ed 
* ottenne 2080 volte faccia in luogo di 2020, lo scarto fu” 
60 3 
| 4040 202 
È 0 al crescere indefinito di s e si è dimostrato che: aumen- 
i i tando il numero dei tentativi, la probabilità che si possa 


| 


| rendere lo scarto (gio Picumnore di un numero ® arbi- 


Si è cercato la determinazione di questo valore 


 trariamente scetto, tende al limite 1. 
Si può anche dire però semplicemente: Per s crescente 


r o” è mM 
all infinito, il rapporto di tende a diventare eguale alla 


È probabililà stessa p. 

. Però contemporaneamente la differenza fra m ed Sp 
. tende, al crescere di S, a superare qualunque numero. 
Con un esempio pratico: ciò vuol dire che: se in un giorno 
| piovoso su una piazza di 1000 basoli cadono 1000 goccie di 
Ihioggia non ogni basolo avrà la sua goccia; ma se vi cadono 
_ 1000 milioni di goccie di pioggia, ogni basolo avrà il suo mi- 
lione o la differenza sarà ben piccola per rispetto al milione. 
Se due giuocatori di egual forza giocano indefinitamente, 
È Îî rapporto delle partite vinte a quelle’ perdute da ciascuno 
SI | AMODEO _ urina di anal. alg. elementare, 3° ediz. MR * 































tite aumenta sempre, talvolta in più, talvolta in meno, ed. 
è questa differenza crescente che cagiona la ruina infalli- — 
bile di uno dei due. LI 

Mentre tutto cambia se le condizioni di gioco sono ine- 3 
guali. Il giocatore che è favorito dalle condizioni, ha--unai 
guadagno crescente oltre ogni limite, perché, per. quanto 
piccolo sia il vantaggio, esso è moltiplicato pel numero cre- Ì 
scente all’infinito delle giocate. i Y 

Un altro esempio si ha nell'immagine nettissima ed 
legge della distribuzione dei colpi del bersaglio che si avreb- 1 
be, se si supponesse che le palle rimanessero tutte nel punto | 
ove colpiscono. Poggiato il bersaglio su ‘un piano orizzon- | 
tale l'ammasso dei. proiettili presenterebbe l'aspetto ‘di d 
una campana di cui la base circolare avrebbe per centro | 
il punto di mira. Il tiratore più bravo restringerebbe la | 
base della campana e la renderebbe più alta, il tiratore | 
meno scelto darebbe luogo ad un solido meno alto e più | 
largo alla base. Ma né l'uno, né l’ altro potrebbero venir. 
meno alla legge dello scarto qualora mirassero senza can- o 
giare le condizioni di tiro. Ò perciò che per decidere del 
merito di ciascun tiratore si prende la distanza media delle. 
palle di ciascuno dal centro del bersaglio; oppure meglio — 
si prende la media dei quadrati degli scarti dei colpi. Ciò 
però dà degli svantaggi a chi ha la sfortuna di mandare | 
anche una palla sola molto lontana del bersaglio, per cui | 
senza molto andar pel sottile si suole anche premiare que-. 
gli che pone più palle nel bersaglio senza tener conto dela 
valore dello scarto delle palle che. non lo colpiscono DI 

Un terzo esempio si ricava dalle estrazioni del lotto. La 
probabilità che sian sorteggiati numeri maggiori di 45 (0 
non maggiori di 45) è ‘/,, Ma intanto ih ogni estrazione SÌ 
hanno per lo più 2 o 3 numeri maggiori di 45, e qualche. 
volta 4 o 1, è raramente 5 o nessuno, Se si tien conto di | 
tutte le otto estrazioni di ogni settimana della nostra Nazio- - 
ne, si trova già che fra i 40 numeri sorteggiati quelli che, 
sono maggiori di 45 sono.in numero poco diverso da 20 se non | 


*) Bertrand, Caleul des probabilités, Paris 1889. 





è ‘di 20 Cod E se sì Ain conto di tutte 16° estrazioni di un 
anno intero si troverà che il numero mm dei numeri sor- 
. teggiati, maggiori di 45, se differisce in qualche modo da 
1040, il rapporto della differenza a 2080 è molto piccolo. E 
così seguitando a contare gli stessi numeri per le estra- 
zioni di 10, 20, 30 anni, ecc. questo rapporto continuerà a 
impicciolire e tenderà a zero col crescere del numero delle 
| estrazioni che si considerano. 
‘A È notevole che la legge dei grandi numeri governa an- 
«che gli avvenimenti che non si potrebbero dire casuali, ma 
È sono sempre soggetti alle stesse condizioni. Così su 10000 
È logaritmi delle tavole a 10 decimali si è trovato che la set- 
È | tima cifra decimale contiene 


990 volte la cifra 0 


997» GA QIISÌ 
LOVE wa 
CO EI >» 4 ecc.. 












cioè, il numero delle volte che è ripetuta ciascuna cifra 
sì aggira intorno al 1000 come vor rebbe la probabilità di 
ognuna di esse. 1 


46. SPERANZA MATEMATICA. Un’applicazione del calcolo 
i delle probabilità si fa alla determinazione dei rapporti fra 
la posta e la vincita del gioco, affinché il gioco sia equo, 
Il gioco è equo quando la somma delle poste si ripartisce in- 

È teramente ai giocatori stessi; cioè quando la somma delle po- 
| ste è eguale alla somma delle vincite; ed inoltre i giocatori 
«che hanno eguali eventi favorevoli hanno pure eguali vincite. 
i Se due giocatori hanno rispettivamente /,,/, eventi fa- 
È vorevoli rispettivamente, ed hanno scommessa una somma 


1 S, le loro probabilità. di vincita sono Si ALI . Se i 


4 (EEE 2 
| giocatori fossero /, + /;, ed avessero tutti diritto ad un 
. evento favorevole, la somma si dovrebbe dividere in parti 


«eguali fra loro e quindi ad ognuno spetterebe ———-. Se 
a i Mione x ; Re 9 
“invece 7, di SO cedono i loro diritti ad un solo, 


TAI, 


| questi deve esigere — + della somma. Dunque ai due gio- 
x ; ; 








catori spettano rispettivamente pon SEO 
SSD Sh, 

RE Ada ca 

cioè spetta a ciascuno il prodotto della somma. scommessa | 


‘per la probabilità che egli ha di venirne in possesso. Que- i 
sto prodotto si dice speranza matematica. A 

Dunque: la speranza matematica in rapporto ad un even: 
tuale guadagno è il prodotto del guadagno per la probabi- 
lità che si ha di ottenerto. ie 

Quindi se n giocatori hanno le probabilità ia 3 
di vincere una somma S, le loro speranze matematiche SONO | 3 































2,S; P2S 3 D3S +++ PS > 


(47. In ogni gioco equamente condotto le poste dei gioca- dd O 
tori devono essere rispettivamente eguali alle speranze dii CA 
tematiche relative alla vincita. Pal) 

Infatti, ammesso che le poste dei giocatori, che hanno o 
tutti egual probabilità di vincere, debbano essere eguali, è 

evidente che quegli che riunisce in sé i dritti di vincita 
di più altri deve assumerne anche le poste; quindi le poste n 
devono essere proporzionali alle probabilità di vincere. CES 


‘mando x, 4, ;---,, queste poste, si ha 
dARI SAR quindi 24 ++, Tn 20% ae 
Da D, Pa Pit Da +..0+ Dn D, ce 3 


Ma la somma delle poste =S, ep,+p.t.. murdion, 
dunque | 
set =..,.=—*, e quindi DI og È 

«Pi Pas Pa 

Esempil. 1.° Due giocatori a dadi convengono che guadagna è primo 

se gettando d dado esce 1, e perde in caso contrarto. Quati debbono "i 


essere le poste dei due giocatore DA 


1 D 33 
Il primo ha 1% di probabilità di vincere, l’altro ES dunque 


le poste devono stare fra loro come 1 a DIA 
2.° Giocando al lotto una lira sopra ogni ambo, quale somma sido 


"1 


vrebbe guadagnare se si vincesse? . 
Gli ambi che si PIE giocare sono 4005 e AL che si pos 





| sono vincere coll’ estrazione di 5 numeri sono 10, quindi vin- 


Pi cendo un ambo si dovrebbero incassare L. 400,50. Invece chi 
È 8 gioca al lotto vince soltanto L. 250! Ciò dovrebbe far pensare gli 
stolti giocatori che credono di arricchire giocando sistematicamente 
‘al lotto. ; 
3.° Un venditore a tuionia mette in vendita un oggetto del valore 
di lire-16 e lo cede a chi pagando una certa posta fa con 3 dadi un 
| punto inferiore a 10. Quale deve essere la posta per fare un gioco equo? 
| I punti che fanno vincere sono 3,4,5,6,7,8,9. Tre punti si fanno 


3 modi, 6 punti in 10 modi, © punti in 15 modi, 8 punti in 21 
modi, 9 punti in 28 modi. Quindi la probabilità di vincere pel 
3 


compratore è — == — 
6 8 


& 
come avviene, il venditore richiede ana posta maggiore, il gioco 
è tutto a suo Vantaggio. — 


RTRT IA 


48. SPERANZA MORALE. La definizione precedente della spe- 
| ranza matematica è stata adottata per il caso in cui ì due 
| giocatori fossero egualmente ricchi. In caso diverso, mille 

lire per chi non ne possiede che 2000, hanno la stessa im- 

portanza di 500000 lire per chi ne possiede 1000000; una lira 
. posseduta da chi'appena può soddisfare ai suoi bisogni è di 
valore morale più grande di una lira posseduta da un ricco, 
‘quindi una lira perduta dal primo non ha il valore di una 
lira perduta dal secondo. Per stabilire dunque con giustizia 
le norme del gioco si deve tener conto anche della /or/una 



















‘9 cavare dalla somma guadagnata. Questa nuova considera- 
«zione fu introdotta da Daniel Bernoulli 9 che ammise 
. il principio seguente: Il valore morale di una variazione 
3 infinitamente. piccola della fortuna di una persona, cioè il 
i vantaggio che questa persona può ricavare da una varia- 
«zione infinitesima della sua fortuna, è proporzionale ad essa 
. edèin ragione inversa della fortuna che possiede. 

| Da ciò si è dedotto che per un individuo che possiede 


DIGI) Specimen theoriae novae de mensura sortis, 1730, Pietroburgo. 


“in un modo solo, 4 punti si possono fare in 8 modi, 5 punti in 


dei giocatori, cioè del vantaggio che ognuno di essi può ri-° 


La sua posta equa deve essere di L, beesra —= 6; se invece, » 


\ 





una fortuna a, e che attende un guadagno « con una pro- 
3 L ‘ È A L p È - i so” 
a 








babilità p, la speranza morale è log 


49. PROBABILITÀ DEGLI AVVENIMENTI FUTURI DEDOTTA DAL- 
L'OSSERVAZIONE. Ferme restando le notazioni del n. 44, si 
supponga che sia P, la probabilità a posterzori che l’av-.: 






* 
% 
= 1 


venimento A sia dovuto alla causa C,, ed 2, la probabilità © — 


“che questa causa possa produrre l’ avvenimento futuro B 
della identica natura di A. Se l’avvenimento B può essere 


prodotto indifferentemente dalle cause C,, CC, 81 AVRA 


per la probabilità totale dell’avvenimento B 
PP ARA ala 
e sostituendo alle P, i valori dati dalla regola diBayessiha 


pl. Zw.p.l. 
— Sea ovvero pete 


E 3 
Zp Zw,D; 


2 


i 


secondo che le cause sono tutte egualmente probabili a prior? a 


O non. CARI 
Il problema principale della probabilità a posteriori con- 
siste in ciò: Sapendo che un avvenimento si è prodotto 2 
volte in m + n tentativi, qual'è la probabilità che si possa. 
produrre p volte con 2 + 9 tentativi? Questo problema è 
ststo‘risoluto da P. S. Laplace e J. de Condoneekst 


e questi hanno dato una formola che perp=1,g=0sì 


mt 1 
mi n42 


il che conferma che la probabilità a posteriori è tanto più 


riduce a 


prossima a quella dell’osservazione, per quanto più nume- 


rose sono le osservazioni fatte. 
Su questo tipo sono le questioni riguardanti la probabdi- 
lità di vivere. Per risolvere questi problemi occorre far uso 


arl NLRPRA al tv goto 


K 
TE 


delle tavole di mortalità costruite sui dati statistici e che” È 


danno il numero degli individui, fra 1000 0 10000 0 100000 
‘nati vivi, che hanno raggiunto una determinata età. 


#) Vedere H. Poincaré, Caleul des probabilités, Paris, 1896. 
##) Laplace, M6m. sur la probabilité des causes par les évènements, 1774; 
Condorcet. Essai sur 1’ application de 1’ Analyse è la probalité des de- 
cisions rendues è la pluralité des voix. Paris, 1785. 
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pr Se per esempio si IA che su 10000 dati datanto 5568 
hanno. raggiunta l’età di 20 anni e che il numero di quelli 
che hanno raggiunto 25 anni è 5288, la probabilità di vi- 

5288 
BE vere ancora 5 anni per quelli che ne hanno 20 è 5568" Al- 
- lorquando per un individuo di una certa età la. prob: abilità 


l 
i di vivere y anni è DE quel numero y di anni dicesi durata 


| probabile della vita dell’ individuo di quella data età. Per 
| avere la durata probabile della vita di un individuo dalle 
tavole di mortalità si deve cercare nelle tavole il numero 
dei viventi dell’età dell’individuo, dividerla per due e cer- 
‘care qual’età corrisponde a quest'altro numero di viventi. 
E Por ‘esempio supposto che si rilevi che all’età di 50 anni 
È erano viventi 3964 individui, e che dalla tavola si rilevi 
che di questi ne vivevano soltanto 1982 all’età di 72 anni. 
sì può conchiudere che per l’ individuo di 50 anni la durata 
|. | probabile della vita è di 22 anni. 
È . Nell’intervallo fra 6 e 64 anni alcune compagnie di assi- 
È curazione calcolano la vita probabile y mediante la formola 


i 
di 

















3 
«di ata 
dove n è l’età dell’individuo; qui si sarebbe ottenuto 
Yy n SSRt i ary "o0= 59 —37,5= 215. 


Esempio. Due coniugi hanno l età di 35 e di 49 anni, qual’è la 
probabilità che si trovino in vita insieme alla fine di 5 anni, e quale 
quella che si trovi in vita un solo almeno di essi. 

à Se p è la probabilità risultante dalla tavola pel coniuge di 35 anni 
di raggiungerne 40, e p' quella pel secondo di raggiungerne 54, la 
| probabilità che essi vivano ancora alla fine dei 5 anni è pp. In- 
| vece i1—p,1—p' sono le probabilità di morire per ognuno di 
essi rispettivamente, quindi (1 — p\1— p') è la probabilità che 
siano. morti entrambi, e perciò 1— (1— p)\l1 — p') e la probabi- 
lità che non siano morti entrambi, ma ne viva almeno uno *). 


* pa Si legga per maggiori dettagli e per altre applicazioni del calcolo delle 
‘probabilità anche: H. Laurent, Traité du calcul des probabilités, Paris, 
9 873. E. Czuber, die Wahrscheinlichkeitsrechung und ihre Anwendung. 
Leipzig, 1903. 








2 
à 
i 
“ 
i 
b$ 
ie 
A 
w 
ato 


Esercizi. 




























. Quanti numeri di tre cifre significative tutte distinte sì possono formanti 

con po nove cifre significative? e quanti se ne possono formare se le tre cifre >) N 
di ognuno non devono essere distinte? Ri D p 337204 D' eni Da 
2. Quanti numeri di tre cifre tutte differenti es ono e quanti ne ‘’esistono. 


dI ' 4] ; ? o tei ; di Ì = sii 
di tre cifre ripetute o no? Ra Lei Dia 648; D ia Re 900. 


3. Formare tutte le permutazioni delle parole eva, roma, amido, ecc. sero vi 
bando l'ordine alfabetico da una permutazione all’altra. e 
4. Se le permutazioni delle lettere abedef si serivono alfabetibaniente in 
qual posto si troverà il gruppo dbafee. R. 3890, 
5. Determinare qual'è la 76% permutazione di abede, la 1832* di abedefg, 
la 569% della parola lipano. R. daceb, cebdagf, napoli. x 
6. Quante inversioni contiene il gruppo dea, o il gruppo, FCC R. 4, 12. 


7. Dimostrare che: 1° 2P no ee ntEn- 13 208 





n Pam Pai n 


pa aLe Re1 
bo Di Da î cao . . . È 
ti Piera Ae PARI O Biagi rinite una progressione armonica. (Leibniz, 
1 2 13; n 4 


Pipe 
Wi de 
min—1) 
para 


I. c. 1666). 


8. Dimostrare che vi è una sola permutazione di n elementi che fa 


n LOR ; n(i —1) È PS fat: 
inversioni, che' ve ne sono n —1 che ne fanno E, che ve ne sono. 
(n+1)(n—-2) 4 n(n=1) 
tea ghe ne Lana —_—_—_—__ 2. . i 
2 2 sa ; 

9. Dimostrare che esistono tante permutazioni di n elementi che fanno ì: ar 
7 n(m—=l) . x 
inversioni, quante ne esistono che ne fanno --—T__A. 

Rep 2 
(Si suppone \K——— ): 


10. Verificare che o 24 permutazioni di 4 elementi quelle che Les >, 
0,1,2,3,4,5,6 inversioni sono 1,3,5,6,5,3,1. i “a 
il. Trovare la somma di tutti i nùmeri che si hanno leggendo come nuo 


meri le permutazioni formate colle prime » cifre di un sistema di numera- | 
Vo ar—1 


MRO E e d 
Ogni cifra si trova in un dato posto (r—1)! volte, quindi la somma è — 


(1)! (14+2+38+ ... +r) (er-i4+ar-24+... +1) a 


Oppure, ogni permutazione ammette la sua complementare, tale cioè che 
le cifre dello stesso posto abbiamo per somma r-+1 quindi la somma è 


nav 





zione di base x (supposto r —=x— 1). 


PRI 


= | 


Il p4-1)-po+1)-+22@-+1)+ e bar-10-41)] 


Per ORGmIDIO nel sistema di base 10 la somma di tutti i numeri formati 
0) 6! rd 
colle cifre 1 ,2;3,4,D è 5 X 66666 = VI 11111 — 3999960. 


12. Quanti numeri si possono fare con le cifre del numero 33352277. 


i i R. 1680. 








WRACA nno GALILEI NA V1/;, 1610 la scoperta delle fasi di Venere 
L= col seguente anagramma 

nr: Haec immatura a me jam frustra leguntur o è, 

_ che spiegò poi.conla frase: 


Cinthiue figuras aemulatur mater amorum, x 
__ Quante permutazioni si potevan fare con Y anagramma, dato! e quanto 
‘tempo si sarebbe impiegato se si fossero potuto scrivere 343000 permuta- 
zioni a secondo? 
14, GariLeo GaLILEI annunziava il #/, 1610 coll’anagramma 
Smaismrmilmepoetalevmibunenugitaviras 


che NE 
Altissimum planetam tergeminum observavi, i È 
cioè che gli era parso di vedere Saturno formato di tre corpi e KEPLER in- 


VUCIEIARE DE 


7° 


È terpretava PR 

È Salve umbistineum geminatum Martia proles. 

fi Trovare il numero di permutazioni che si potevano fare dell’anagramma 
«_. di GALILEI, e supposto che KEPLER avesse creduto di intuire le parole 
_ Salve e Martia, quante gliene restavano a fare con le rimanenti lettere per 





trovare fra quelle il verso desiderato ? 





x © 15. Un prodotto. di &k fattori positivi interi consecutivi è sempre divisibile 
MW per È! \ 

g 16. Quanti ambi, terni, quaterne e quintine si possono formare con i 90 
p . numeri del lotto. ‘ i R. 4005, 117480, 2555190, 43949268. 
Pu I7. Dati n punti nel piano o nello spazio, di cui tre non siano mai. per 
Dal i n(nl 
diritto, quante sono le rette da essi individuate? ; te 

È NIE 8: Sapendo ehe il numero delle combinazioni di n oggetti a 4 a 4è se- 
 —stuplo di quelle delle combinazioni degli stessi oggetti a 2 a 2, trovare il 















numero di questi 0g ggetti. R. n=1l1. 


19. Dati » punti dello spazio, di cui 4 non siano mai in un piano quanti 
n(n—-1) ela 
E k 6 
6 20. Dati » punti del piano, di cui tre mai per diritto, e tirate tutte le 
rette da essi individuate, in quanti altri punti diversi dai dati queste rette 
si segano a due a due, supposto che mai due di quelle rette siano parallele? 
Tr n(n-1)(n-2) )(n—3) 
21. Dimostrare che il numero delle combinazioni di m oggetti a 1 a 1, a 2 
a 2,a 3 a 3, ecc. cresce sino a che gli elementi & di ogni gruppo sia la 
mal 


sono i piani da essi individuati? R. 








metà di m se m è pari, 0 dai eguale a se m è dispari. ‘(Dalla for- 


mola (2) del n. 18 di ‘Men Capitolo si deduce che cresce fino a che sia 


—k+1 : 
er >I1, e quindi . «.). 








22. Quanti numeri di 4 cifre significative si possono fare tali che in cia- 


scuno di essi una cifra non ‘asa mai un’altra più grande. R. Co ,==495. 
,4 


8 
23. Trovare il valore di (iS 55) per. m= Dr supposto che la formola del- 


lo AN upDo di (FÀ ) si AA inalterata anche per m LEE rio. o 


A 








24. Dimostrare che: i TI UT IL ORTO OSE II CRI DEAR E 














su a at a DI (94 (n) D, m-2 b, D+ i n) Dima in tti aa Ri: 

| — Eseguire i seguenti prodotti: i i 
25- i (a Metano Nari) i | 

26. (+1) (e—5) (-—) [r--(34+-2i)][e-G—2i)] . 
27. Eseguire gli sviluppi —i " 
ab? tcp “ 
(rta), (Ga—7b)t, (5a—4b)? , (a? 3008), (3 — 2). i 
e a°b Vi; 
28. Trovare la somma delle X° potenze dei primi » termini di una pro- È 
gressione aritmetica di ragione d, il cui a termine è 4; i È 
29. Dimostrare che (% + ++(op) +21 —1, i È 
Ò n n\ n SC an2i i s 
e che (1)+(3)+--4(ggla) te 21. 3 
(Si tengano presenti le formole del n. 31 del Cap.). L* 
30. Determinare il 4° termine dello sviluppo di (m+n)!, il 14° termine di È: 
(a+b)!9, il 5° termine ed il termine medio di (3a+5b)?0. Ss 
31. Calcolare (a+3)"-t(at—b)". i. 
32. Trovare che l’errore ehe si commette arrestandosi ai primi due ter- 
mini dello sviluppo del binomio (1+x)"? è P 
ra ca 
— m=2 di - 
€ 3 qualora sia Lr «RE e 
Si Ja 3-(m—-2)a DE —2)e Lore 3 < e. 
33. Il termine medio dello sviluppo della potenza n'a del binomio; per n " 
pari ha per coefficiente È 
) ntl d 
n(n-1) (ne22)) (5 +1) m(n—1) (n—2)...(5- ) Di 
—_——_—_—-—_ e per n dispari i È È 
i si “A 
È IASOI ‘1:98, DEE Do 
i 2 - È 
34. Data la matrice di 4° numeri | a, d, €, d, n la somma di tutti i prodotti pi 
Ug Da 9 da che si ottengono attribuen- : 
D b, È; a | d0 alle lettere adbed le di- È 


verse permutazioni degli in- 
dici 1234, presi questi prodotti col segno + 0 — secondo che la permuta- 
zione è di classe pari o dispari dicesi determinanie dei 42 numeri. Appli- 
care questa definizione a trovare il valore del determinante | 123 4 |a 


35. Dimostrare il teorema accennato nel n. 31 sulla serie di Fi 


cioè che, posto: 
A= (0) + CE 


aaa 

























v 


Fr {eni (PIT 
at fe n pari 0 ‘dispari. 


36. Trovare il massimo termine dello sviluppo di (p+9). 

















È %; È s! 

R. Sia esso argi — pe qB. 

È: termini precedente e seguente sono 
ZO ai a+1 gB-i Lac ses ; 
fer. —— —_—_—_—_+ qp_i e AE ea 
0 cetnie©i” Cab GL 
È e dall’essere questi minori del primo si ha È 
È È APR di PEA 
È CE ont A 3 LI B NES 
«| ovvero i ; 
Bi: DE La 

peginzgendo alle tre. frazioni l'unita, si ha 

na s+1 
a+1 n 


| ovvero 
Ke (P+2<($+1)p<(p4-9) (441) 

Li ‘e quindi x è il massimo intero contenuto in p( (841) :(p+9). 

Egualmente si conchiuderebbe che B è il massimo intero contenuto in 


9641): (PT-9). 


bi; 37- Dimostrare che I 
È e (a+bi"=a"—(5 )a"-26+ A di[ (Yeni AVE (3)an-08 + A) ; « 


F  — Supposto già dimostrato che la potenza del binomio si effettua .con la 

















È legge dell’ esponente intero anche quando l'esponente è negativo o fraziona- ; 
rio) teorema di Newton) trovare che: 
È (Ita)t=... A 
rei a 
turni xv) = —_— Xe N DIN 
LE 2° 24° 246 
SE (AI, te — 
20 do 
Ra bra; 
| 1 Li 1 413,185 
40. (1+2) tal dA o s% 
6; Vara 
» i È | n 
ate SA . 
Vi=o: ; # 
“di 2 9 ME ” a 
n.42. =a0?(b+x)T1= 
I 0 
È 43. Tenendo presente le potenze fattoriali, dimostrare che: sr 
n n > ii 2 n n 
(+9) = '+(1)? v+(2)£ v+o+(M 










o Na” di( I; 
; A c) ‘ SID. I rin e Di We 
i > ; k n dies E d 
Pl 4 


Si verifichi per, n=2, “ad Lu Tmssa che essendo vera per n è vera pure 
per np1. È i SN 
44. Risolvere le equazioni: 6 


2(4)— (3) +()= 0. a i 
30(£) -+24(1) —21(3) —8(5)=0 . © R. Una radice è =9ì i 


| 23[@ +*1)!]+ 48(1) = (@ +2)! R. 3523. 
45. Trovare s,, 8g. | è, 
46. Trovare la somma di 1°3:54+-3-5°7+5:7:9+... +@n—1)(2n+1)(2n+3) , sì 

; i È n(n+1)(2n-+3) 
/ | 2 


(ab) 


47. VR la formola 


an +2 Lo ue =) muli; DT EL osa 

















__mMn_d( n—5) Lipr n 1)...(n-2p+1 np 
1:2:3 vst se -) +41 eroi sui ERILIA dr gar 
Si verifica per n=2 e 3, poi ammessa vera per n—1 ed » si dimostra vera 
per »+1, tenendo presente che Li 
( + —)( s+—)- (ap ni be Mr a v 
Si riduce in sostanza a dimostrare che 
n(M-p—1)...(n—-2p+1) 4? p(n—l)(n-p—_1).. (#22) 
p! p! pi 
ace) .(n—2p+-2)[a(n—-2p+1)4-p( n-DI 58 
p! 
"0 (n-p—1)...(n—-2p+2)(n+1)(n—p) pis CIN i )ca (n —2p+2) 
p! p! 


48. Trovare lo sviluppo di (14-e+a2 4-29). i 
49. Trovare il numero dei termini (r-+y+-<)!°, ed i coefficienti dei termini . — 
cty, ay, i % 
50. Dimostrare che Z, Pani =m" per &,{+ast .. esi (Si vegga | 1 
il n. 31). sar), i 
5I. Dimostrare che se p è un numero primo non divisore di n ,p è divi- ra 
sore di n?-1—1 (Teor. di Fer mat). i 
Infatti, essendo p numero primo (4,-+4,+-...+-@n)P=a,P+a,P+...+@ MOT 
(dove E è un polinomio intero), e posto a, , 4, ... ; @, eguali tutti ad 1 si R 
ha nP=n+pE, nP-n=pE, n(nP-1-1)=pE, quindi.p divide n271—1. VA 
52. Qual’ è la probabilità di far 5 punti, o 6, 07,08,09,011, 012 con 


n! 


. 6 1 27 25 
3 dadi? R. Per 5 punti omo =p-pér 1, +% Dora 12. 


36 6 6% 

53. Qual'è la probabilità ‘di fare con tre dadi un numero di punti minori 3 3 
o eguale a dieci, e quale quella di sorpassare il numero 10? 
R. Le probabilità, sono oguali.? | #0 


: Gb 
, per 6 punti w eco. 


VET O 
Mat 





eu 


ae Sì 


" 





i Nazi 
‘. 54. La probabilità di vincere un determinato numero al lotto è Pa 
ì PIE: vi è :9 


» » » ì è —— 
ambo » S01 
1 
» » » terno pi lè 
11748 
1 
» . una determinata quater è —T_ 
» i i quaterna >» 511088 
I 
> » inii è ——_- 
» È quiniina » 13919268 * 
55. Trovare la probabilità-di vincere un terno al lotto con un bigliettone 
31600 
di 10 numeri. «n è 
3662439 


56. Un’urna contiene « palline. bianche e 6 palline nere; si domanda dato 


Ha, (.) (6) (5) 
(0) 


57. Un’urna contiene 5 palline bianche e 7 nere; un’altra contiene 8 pal- 
; p 


line bianche e 10 nere; qual’è la probabilità che estraendo dalla prima 6 
palline se ne abbiano due bianche, e SE 9 dalla seconda se ne ab- 


biano 4 bianche? ; N04) i: 34 ARGS 


58. In un’urna vi sono 5 palline bianche e 7 rosse, in un iui vi sono 7 pal- 
line bianche e 8 rosse, qual’è la probabilità che estraendo 4 palline dalla prima 
urna e 6 dalla seconda si abbiano tutte palline bianche o tutte palline rosse? 


\ 9 
Ri si A To 
59. Qual’è la probabilità di vincere con 4 dadi sul numero 4, o sul 5, ece. 
o sul 24? 
60. Si hanno » urne. Nella prima vi sono » palline bianche, nella seconda 


# —1 bianche, ed 1 nera; nella terza n —2 bianche e 2 nere, e così se- 
guitando, e nell’ultima 1 bianca ed n — 1 nere. i 


la possibilità di estrarre a palline bianche e d nere, 


Qual’è la probabilità che estraendo a caso 1 pallina da una qualunque: 


| À : AS 1 n Raponi n-+1 
delle urne essa sia bianca? R. —( — pier Ra )=- ; 
ni n n» 2n 
6!. In un’urna vi sono tante palline da poterle a serrare in un pugno, 
e sono in tutto n. Qual’è la probabilità che serrando il pugno a caso sulle 


palline se ne prendano un numero pari! e qual’è che se ne prendano un nu- 
PARE 


1] 291 
mero dispari ? Rai j . (Si vegga V’es. 29). 


ILE | QqU_1 
62. Il R. Lotto dà, a chi vince un estratto, 10,50 n la posta, e a chi 
vince l’ambo 250 volte, il terno 4250 volte e la quaterna 60000 volte la po- 
sta. Quanto dovrebbe dare invece perché il gioco fosse equo? 
63. Essendo p la probabilità dell’avvenimento A, e q la probabilità con- 
traria; sopra s tentativi qual’è l’evento più probabile? 
Sviluppando la potenza (p-+9)5 si ottiene 


@+0=p+(5) pt + (E) + +e 























e B una volta, ecc.; e siccome i termini dello sviluppo danno la probabi 
lità di tutti i casi che si possono presentare, la loro somma deve essere » 
eguale ad 1; come lo è difatti perché p+g=1. MEG 

L’avvenimento più probabile è quello che sarà rappresentato dal termine 
massimo dello sviluppo di (p+g), e quindi per l’es. 36 è quello in cui l’e 
sponente di p rappresenti il massimo intero contenuto in p(s+1). "A 

EsemPIO. In un’urna vi sono 30 palline bianche e 90 nere, supposto che 
si tirino 100 volte una pallina e la si riponga nell’urna, quale è il numero 
do Palae bianche che si potrà più inbabiaeno estrarre. 


R. E(100-+1) 5 = = E (101X a i 








CAPITOLO SECONDO. 


FRAZIONI CONTINUE. 


di I. Dato un numero misto a, + > , se al denominatore a, 
i i 4 


, i db, i i 
aggiungiamo una seconda frazione #—, ed al denominatore 


& - 5 Ag 
È - | a n ; s d SE 
di questa aggiungiamo una frazione za ed al denominatore 
3 


di questa una frazione A e così. via sl avra una espres- 
, È do b 
stone numerica della forma 


(4 Pa pifi a d 

E 0 i 

nt 6 pa ri e 
Ag [a gii 


ge che faniia 1 nome di [razione continua discendente. 
Una tal frazione si scrive più semplicemente ancora 


> Si SBEESD AR ES: 

Pao 1 0) 3 4 

È | Ot_-+tt+t+4t+.. 

Pi ela Lene 

| ove ciascun segno sE e CASTA dal segno — quando 
occorra *). 

È Se invece i termini frazionarii stessi si aggiungono ri - 
È spettivamente al numeratore della frazione precedente si 
È ha l’espressione 

n ° à 

di. D, 

. | db, +3 a dra 


utita, “ 







che dicesi /razione continua ascendente **). 





CONSE i 


*) Si usano anche le ce notazioni — 
Pe ud o 
S ae 
; DescENDaiona 
bl , dl 
a+ pai ro so d. 


\dg 


##) L’inventore dell’ dee delle Pesi orfiiiuo discendenti 


























Ogni Dizione continua si distingue. in (nziale o dUlimi- 
tata secondo che i termini aggiunti sono in numero finit Sei 


o infinito. È 
Qui studieremo sani Je frazioni continue diseanigni A 


che hanno tutte le d eguali all’unità, cioè le frazioni con- | 
tinue di questa forma *) RT 
a ut DI E 
°< ab—- 1 
At— > RE 
at. 


Inumeri 4,4, 43,43, 4, +. sì suppongono tutti positivi si 
e diversi da zero, eccetto il primo che può anche mancare. - 
Inumeri a, ; 4, ;43:4,,». Si dicono denominatori parziali 0 
incompleti, o anche quozienti parziali 0 incompleti. 
Le espressioni numeriche 


CUR ana» 


Ra 


1 ESTA] 
"9 IPODIRAEII è Mea erica ta I I — L: 
0 0 té a, 0 A 


si dicono rispettivamente 1° ridotta, 2° ridotta, 3° ridot- 
ta,... della frazione continua, e si indicano brevemente. 


cons Bi ea S i 


lai 
LD 


P. A. Cataldi (Zrattato del modo brevissimo di trovare la radice quadra delli’. 
numeri,Bologna,1613). Delle frazioni continue ascendenti si trovano tracce nelle. 
VON Raina vessapesinali dell’antichità, cioò nelle frazioni del tipo 


drasto O 24h + .: applicate al caso di a = 60, e che equivalgono ad È 


bi 10; SE 
+3 db, So So 
do + n ; sì ritrovano anche nella rappresentazione dei nu- 


+ d_. 


meri rotti usati dagli arabi fin dal 12° secolo, poiché col simbolo RT) 





indica- — 


RA pn 

ora da | Ra 

vano la frazione ascendente 9 . Leonardo Fibonacci da Pisa; i 
col Liber Abaci, nel 1202 introdusse in Europa questo simbolo. < A ca 


*) Per le frazioni continue a numeratori eguali ad 1 si è anche proposto | 
la seguente notazione (4, @,} 4, + «8.3 (n) da Ch Lejeune Dir ichlet. MIE, 


e 












sì mette in vista A, dirone 





Ùì sE; 
; fe 
7 


2. FORMAZIONE DELLE RIDOTTE. La prima ridotta si può 


Quit: 


Do 3 
scrivere gs . la seconda ; la terza si ottiene dalla 


1 


seconda sostituendo invece di a, il numero a, +7 quin 


2 


of 1): 


n CSI 
a 


di è . Per semplificarla si moltiplichi de- 


nominatore e SALI per a, e si riduce alla forma 


a,4,0, +1 
Udo E I)FA, e se dopo eseguita l’operazione accennata 
Mat 1 
a l)a a MERATE 
(4,4, +1)4, + @ E quindi ri- 
a,a,41 
sulta che: 1 
La terza ridotta ha per numeratore il numeratore della 
seconda moltiplicata, per a, più il numeratore della pri- 
ma; ed ha per denominatore il denominatore della secon- 


da moltiplicata per a, più il denominatore della prima. 


3. Vogliamo ora dimostrare che, date due qualunque ri- 
dotte successive con analoga legge si potra formare la ri- 
dotta seguente. - 

A tal’ uopo consideriamo le quattro ridotte Ru ARCRAR AE 
R,,R,+; e poniamo che sia 

R aa R Arai picche. R REA 
ia = ’ PAIS UA , Ur: (PA, gen 
si Rss N MSA Ù (AR6: LANA 


e supponiamo che per le prime tre di AUOgEO ridotte. las 





legge si sia avverata, cioè che sia 


Tris P,. iX dn + Pa 
x Os era LO 


Se da questa ridotta vogliamo ritenere la ridotta successiva, 


he 


bisognerà sostituire ad a, il numero a, + a quindi 


Cia Pole 


dea Qui Q(1+—) +, 


Anti 





NA __ Anti 





i — AMODEO — Complementi di anal. alg. elementare, 3° ediz. EN. 





e moltiplicando tumersiore e denominatore per vi @ 
risulta pe 
UA P.ta < sh) sa AR 
i a EC) RAR alle E IRE I 
e mettendo ta-ristani, DOO aver eseguite le operazioni, 
risulta for, 
| ME e Gi 
TRE An TQn-2) Ant dr AOSE: E 
ovvero, essendo le parentesi uguali rispettivamente a SR 


e We 










ne, 
"a 


Pata BR etti SR * Peri 


eee e eee ee e] 7 n 
_— ” 
' 


ur Qi Quinpi "5 Qnos “A 

Ma abbiamo verificato che la legge è vera per le prime | 
tre ridotte, quindi essa è vera per la quarta, per la quinta, | 
ecc. è vera dunque per tutte le altre ati È 


R 





1 
Espmpio. Sia la frazione continua 3 + C È 1 i 
prc IL 
ré +: 


3 150 | 10-24 
‘ La prima ridotta è Te la seconda è "i ARS la terza è sli 


1 oe DT ;1 RA 409 * I ; 37383 
n nn 
a quarta ln a quinta 190 a sesta è FFETSS 


Siccome la frazione continua data è limitata 1’ ultima rioni 





rappresenta il suo. valore numerico sotto forma di frazione sem- — 
plice. E da ciò si deduce che ognz frazione continua limitata è sem- 
pre eguale ad una frazione semplice. 


4. RELAZIONE TRA 1 TERMINI DI DUE RIDOTTE CONSECUTIVE. 





Pa Pa 
Se Q e 9 sono due ridotte consecutive si ha fra ti 


toro termini la seguente relazione 
i 41 
Ra P,-19, =(— Dita È 
*) Più generalmente pèr le frazioni continue discendenti di numeratori | 
b,, bo ;03,0--,0n; Sì avrebbe per i termini della ridotta Rpy,: 


3 Py = Pa&nti + P nei lati ’ Quai = Qnlnt: + Qnordnti 
si vegga un articolo di Dueci nel Pitagòra, Anno XIII, p. 48). 











pn Mal a 
' 


si ha: 





ara Cap. ms TE 


Infatti, l’espressione i 
P,Qn-1PaaQ,= (Pisdn + Pao) (Qu, QsgPi 
=P,_3Qn_1T QnaP a clara a; ’ 


cioè ha il valore opposto alla espressione analoga che si 


ottiene diminuendo di un’unità gli indici. 
O, 4,41 
‘Roana 


A, 


Ora considerando le prime due ridotte “la 


espressione 
P,® TIE PA =a004,+1—-a4,=1; 


dunque in valore assoluto la differenza suddetta è sempre 
uguale ad uno, ma cambia di segno se i suoi indici si au- 
mentano 0 si diminuiscono di un’unità. 

Il segno è + se n e dispari, è — se n è pari, quindi 


la differenza è in generale =(— 1)"-!. 


5. Le ridotte delle frazioni continue sono frazioni ir- 


riducibiti. 


Infatti, se P, e Q, avessero un fattore comune diverso 
da uno, questo dovrebbe dividere il sottraendo e il sottrat- 
tore della differenza P_,Q,_:—P,_:Q, e quindi, per il teore- 
ma precedente, dovrebbe anche dividere 1’ unità ; il che è 
assurdo. Quindi i termini della ridotta sono primi tra loro. 


. 6. Indicando con A, la differenza R, —R,_, fra la ridotta 
(n+ 1) e la ridotta n°. per il teorema precedente, 


A k R a 
hh, — pre eran 

- , x n Q, Sha x Q Qi E 

‘ Da ciò si deduce che date le successive ridotte di una 
frazione continua, la differenza fra ognuna di esse e la pre- 
cedente è alternativamente una volta negativa ed una volta 


positiva. 





7. FoRMoLA DI EuLERO.*). Si noti che si può scrivere iden- 
ticamente . 


R,=R,_ R, 14 Ras Rust Rus CR PARO RrtRRtR ; 


*) Euler, De fractionibus continuis, Comm, Acad. Petrop. 1737. 


Gn E E 
e quindi, aggruppando a due a due i termini del polinomio 


del secondo membro di questa eguaglianza, ed invertendo — 
l’ordine, risulta per una qualunque ridotta n: 
RON 

(— l1 n_-1 
-.° + (ge K 


1 
vi SI Ù QQ È QQ sa Q,0, na QQ 


8. APPLICAZIONI. 
1.° Sviluppare in frazione continua una frazione ordinaria. Sia 





i 3488 
per esempio da sviluppare in frazione continua la frazione 1045 P 
Sera È 3483 9975 
Si cominci con estrarre l’ Intero. e si ha —— =24—--,; 
. 1248 1283 
1 l pa 
hi hes=g È 
che si può scrivere anche + — TIT 
997 
Dall’ultima frazione si può estrarre l’intero, e si ha 
3488 1 | 
"rai ACT i Ma e invertendo =241, 
997 SI 997’ 
ed estraendo l’intero dall'ultima frazione 206 
—-2+— ‘e invertendo = 9 ++ 
I ue 1471 
246 246) 
ed estraendo l’intero SELE 
1 SRI 
a e ere —24 — , Il s 
n La Qi ti ER 0 1 ia 
1641 "1843 
| ed estraendo ittero SÌ ha io oo INTO 
3483 "TÀ 1 1 
1258 Toe È di 
e VARE 
n 








IRE anse 
: 


è 


bd 


DÀ, 











3488 |.1243 | 997| 246) 18 | 12 1 
997 | ‘246 13 12 1 


i successivi quozienti sono ordinatamente quozienti incompleti 
della frazione continua; però siccome l’ operazione del M. C.D. è 
un’ operazione che ha termine, così la frazione continua che si 
ottiene non sarà mai illimitata, ma avrà un numero finito di 
quozienti incompleti. Della frazione continua trovata le ridotte 
successive sono | % 


2, 8 24 255 269 3488 


1'1' 5° d1' 96° 12480 


e, come doveva essere, l’ultima è eguale alla frazione data. 
? , È bj 5 


9. 2.° Sviluppare in frazione continua un radicale quadratico. 

Sia il radicale quadratico Va. Essendo 1 la radice approssi- 
mata a meno di uno per difetto, e rappresentando con x un nu- 
mero maggiore di uno, si può scrivere 


= 


donde si ha successivamente 





- È Fà 
Da cui si ha, sostituendo il valore di x nella prima equazione, 


7) 


lt È 


Ma si ha inoltre dalla penultima equazione 


, 


# 


i Viezi og, da cui risulta dio, 
YyY È 


) . ù . 5 ca [I Cora i la ba te "a 5 di (rea 
quindi si può scrivere S sh LAT ARRE I IROORA 
Val A 
Versa QAS E AMET) CARE 
ì se + 


E si badi che si è avuta una frazione continua illimitata; e 
ciò doveva prevedersi, perché se fosse risultata una frazione con- 
tinua limitata, sarebbe stato di conseguenza un radicale irra- 
zionale eguale ad un numero razionale, ciò che è assurdo. 


Le successive ridotte di Va sono 


3 CAT AIESII 


NATE SAI JAR i 
VR E e] QO e 


e questi sono tutti valori numerici approssimati di V2 i 


3,° Sviluppare in frazione DONARE Vs. 
Posto — 2 As A, 


si ha successivamente: 





ta 8+2 1 BL E 
(RIE ARA E se, 
VERTE4IO + SY 4 yo 
4 4a(V8 +2 E i 
E (V8+ VA 
Vgzzo 4 z 
Vereto 
r Z X 
Quindi 2 =x e perciò sE 
VE=2+3 e no 
i pi to; 


ra 


4.° Sviluppare in frazione continua n do È 


Il massimo intero contenuto in Var — lèéa—1, quindi si 


pa 








asi ce i EI ia 

















s 1505 1 _Vezi Via 4-(0:1) gate il 
Va =1 Ti (1) _ 2(@—1) ya 
pi | Pasta (a— 1) bi 
e PEC e DEVA 
1 PS QUa—1 Ca 
e vata), dA 
i (a:-1) | 1 _ I 
1 fesa da 
ATE il : 
| © perciò pai Quindi 
4 fl 
a l+-_—__,_ 1 
i 2a—-1)4+ 1 


Jai 3 


Be 10. 5.° Applicazione delle frazioni continue alla ricerca dei logaritmi. 

(o. Si voglia trovare log200 nel sistema di base 10. Dev” essere 

_10°=200 e quindi x >2 e <8 e perciò possiamo scrivere 

a 5 i do) It RIS arri 

xax=2-+ —; e quindi deve essere 10 — 200, ovvero succes- 
Y > 


x Fado LO 
100-107—= 200 , 10/=2-, 10=92. 
«Il valore di y è compreso fra 3 e 4, eri 
. s L 
y=34 D6601: 


‘da cui successivamente si ha 





> P2a E [N 
UAP da È 
i 3} STE SONIA cn RT 4 , et: IRE % tI 
x è i : * { 9° . TO, Y MiySh CRE 
Il valore di z è compreso tra 3 e 4; quindi: << //00o 


b J l 4 


-e quindi deve essere 


ì i 1 a 
(+ + 7 ; 125 (; ) 3 (- 7 128 5 pe 
2) ARIEL AG 40 Vi VI 7) = IPTIOT TI DEV 
Siccome t è compreso fra 9 o 10, si ha 


"Ape 
i 
9+.. 


e le prime ridotte sono 
# 


2 Td v3.20 214 


) TA 0 og 






Il. PROPRIETÀ RIGUARDANTI LE FRAZIONI CONTINUE CON QUO- | 
ZIENTI INCOMPLETI POSITIVI. VALORE DELLA FRAZIONE CONTINUA. — 
1.° Supposto che @,,4,,03;-..,0, siano tutti maggiori di - 
un numero positivo e; dalla relazione Q,=0,Q,1t+Qa Pi 
sulta dapprima che Q,>Q,_2, e quindi Sg 

QQ <<< 
QQ <Q <<. E 
Se invece 4,,4,,4y,...a, sono => si ha 

\ (= Q si an pio) 

e quindi anche 
Q, <Q<U<. QQ 


Ma intanto, Siano o no le a,=. I, poiché si ha 


Qna Anna + Qus > 
sotituendo questo valore nella formola precedente di Q, 
si ha 0 Qpr + Anna + Qna > re i ie 4 
e quindi O rale Ana + 1), i Feat 
ovvero Ro URINE Lat ei n: I 
Analogamente si avrebbe Ana > Qual +e) e QU mol- 2 


Li " a 








Li RR Poe A 
ni ae ra 
ASINI TSE 


È È ai LA è Pn 6 Pi 4 
& od Si È ea c i RicA ptt « oi ra pito i, 
ba, v paia - St Pia Quit hr" Pan Mo Sao) LL, AP e ag QAR pl ZA At) 
I RI RI di Dì O i) a Rao S fi een La o »L N SLI NERE 
x è 


| tiplicando si ha O Ra Az S 
COSE) | 
bivrPorzla stessa ragione si può scrivere 
è I Q>Q(1+ 8), 
Q, rn to) 








» 


Tae bissaa ge 


Q, >Qall 4 e e, 
e quindi Qy,> Qi i IR AA De 9 e 


Se k cresce indefinitamente (1+ e?) cresce pure ed ha 


per limite l’infinito, quindi ‘ i 
img == 9% 
NEAR 


2.° Le ridotte d'indice pari formano una successione 
di numeri crescenti. Infatti, essendo 

R,,= Ro + A1+ A, + A PA} +.-- + Ani + An; 
se si accoppiano a dué a due i termini A del secondo mem- 
. bro, risulta , 
DCR, Ri L(4, TA) LAI LALA 
| e siccome in ogni parentesi il primo termine è positivo e 
il secondo negativo, ed il primo è maggiore in valore as- 
soluto del secondo, le parentesi sono tutte positive, e perciò 


RicRicRi «Ric. a<Ra 
3.® Le ridotte di indice dispari formano una succes- 
sione di numeri decrescenti. Infatti, essendo 
Ron = Ro of +(A4, +A;) +(A, +4,) La -.+(4 an 1 Agnes) ’ 
poiché in ogni parentesi il primo termine è negativo ed il 
secondo è positivo, ed in valore assoluto il primo è mag- 
giore del secondo, si ha: ° 
R,>R>R>R, >>. (SRL 5 
4° Una qualunque ridotta d'indice pari è minore di 
ogni ridotta d’indice dispari. 


Infatti, R,n41 Ra + dig 
: 2n+1%02n 





VE ARESE ZE SSA 


È 


e quindi pe Paz 








I] 


- Runmsr > Rini | 04 è quindi pure | Ra 
Un’ altra ridotta di indice dispari maggiore di 2n +1, 
per es. i 

Ratninar ? Randa e quindi è pure >R,. 


Cosicché la ridotta di indice pari R,, è minore di una | 


qualunque ridotta di indice dispari. 
5.° La differenza di due ridotte consecutive tende 1) 
Zero. 


Abbiamo trovato 4, = 


. n nAA . . . id - 
ferenza fra due ridotte consecutive va impicciolendo con 


(— 1)! Lista 1 
quindi per il n. Il la dif- 


l’aumentare degli indici delle ridotte e inoltre 


RO 1a 6N 
Qua lim(Q, 1) sh ‘ 

6.° Da quanto precede risulta che le ridotte d’ indice 
pari e quelle d’indice dispari della frazione continua costi- 
tuiscono due classi di numeri aperte e contigue, che indi- 
viduano un numero reale, irrazionale, questo numero reale 
sì assume per valore della frazione continua. Esso è sem- 
“pre compreso fra due ridotte consecutive, e se lo indichiamo 
con %, si può scrivere 


lim|A,| ==im 
n=z% 


has 


n= 


I2. Limite dell'errore che si commette prendendo per 
valore della frazione continua ta ridotta R,. 

Il valore della frazione continua è compreso fra_R, ed 
R,,15 perciò se indichiamo con @ questo valore, sarà 


la — RL <Rnga — Ral 
e quindi 


o-Rl<g- 


Qualora i quozienti incompleti siano, oltre SR, sie) 
anche =1, Q,,, è maggiore di Q,, e quindi —_ 
e risulta che 


LE | |a SR es ’ 


Un altra ridotta di ita din minore di 2n LI p. go 


QUO a (RE, i Rd 


























Fiiofrora: da S sonîmette col prendere per valore della 
zione continua la ridotta R, è minore della frazione che 
per numeratore l’unità e. per denominatore il quadrato 
I denominatore della ridotta stessa. 


1 Il valore di una frazione continua limitata o illi- 
ni itata rimane immutato se tutta quella parte che comin- 
ta da un certo quoziente incompleto qualunque è sosti- 
unita col valore numerico della parte stessa. 

Sia 





a=at3 CSR t7 e a ia 


Ang 


e supponiamo on sE sia 
Y sd Anga 2" 

o Ansa 
lico che 


È 
a 





petp 


TOT) A] IT ar TORA EMERSI | 
E aa gi n alora pi pe 
Bo aan, ER I 
Pi la funzione continua è limitata il teorema è evidente; 
> invece è illimitata deve aversi per definizione 
l $ 
cm (Qu, - seo 
è Gara dasi ù diva Tod x 


pz 








p- co=lim(a +7 Lia ERE 


3 p=% An Ang NG 
'Poniamo invece che sia 


e 
- 


: ICE na de 
TA caso sarà la ATE fusi _, una frazione continua. li- 
CA x 


fi # 








+55 


e quindi pelimp,; 
p=% 


Rag => Petr +++ 


5 Ang p 


=nt7 ia —- 





- 


nisi Pago + Pi, 
udita 0, 











Ma pron Rig” e quin i: 


po EER PIE 
vB, lim Bot Pas RA P,k te Biel h. dida A 
— Qlimp,+ di 77 QQ! e 


dippiù questo valore è la ridotta ultima di 





1 1 1 
PUT sta i 
{TEEN n 


risulta quindi che il teorema è vero. 








14. FRAZIONI CONTINUE PERIODICHE. Diconsi frazioni con- 
tinue periodiche quelle è cui quozienti incompleti a co- 
minciare da uno di essi si ripetono continuamente con. 0 
stesso ordine. La frazione continua periodica si dice sem- 
plice o mista secondo che i quozienti che si ripetono co-. 
minciano dal primo di essi o non.’ ò dl 


- 


La “a 2 una. frazione nni periodica Se alica dai. 
quozienti incompleti periodici ARE 5 


MESI 
n ori SI 
Serao 

3+- 





si sostituisce il suo valore, si avrà r=243 pat ve quindi 
2.7 7042 a 
LOR o | 

Ma la terza ridotta dev essere uguale alla TRAZIOLA con- 
tinua data, perciò si ha l'equazione: po 


IR » 


E avHel | | TR 
o la sua equivalente Seite 


le sue ridotte sono 





| Risolvendo (Ra o. sì i o) . 
fi. es spili5 


» sr 3 tale PA. 


| Delle due radici la negativa non è possibile e quindi re- 
sta l’unico valore 


ATER i Fo AA ca 0 


In generale nella frazione continua periodica 


= At — 3 i: 
; pax a, + — 
a, + + 
SI a 





Ao a 
sostituendo ad a giaro TO . Il valore & si ha 

o=0 ii 1 
Ti enpalino 


® 4 “ Ag da 000 +; 
d PING 83 > i o Ana Ln SR 



















e dal valore dell'ultima ridotta si ha ° 


X= Pit Sh ne } 
a Lev Sn n}, Qus d i î 
da cui si deduce : 
È L II si (= pe )® peg Ps "vs 0. 


. Questa equazione ha sempre il. termine noto negativo e 
‘suoi coefficienti sono sempre razionali e quindi le due ra- 
dici dell'equazione sono reali e di segni contrari. 

. La radice MIZAR ci da l’unico Malo della frazione con- 
tinua. 

(2° Sia la frazione continua periodica mista : 


fr: 1 
mu= 1 
fa ia, dt, # a. + ig + 1 BI 
me; 2 ; 
fo TT do ii 1 ; 
De tn 

sed | L, Dna b, +. 


| Indichiamo con y il valore della parte di questa frazione 





24 . n : , 





a=24+-1 pr : poniamo y=1+3 A 
3 “i c00 - - i 3 +8 
- é si ha successivamente 2 
| 1 2 1 
een as -- , xy=2YyH+1. 








continua che comincia con d, e si avrà. EA 
















o=at7 LESS 3 | CRE 
da + a. + eso + nl P 4 
3 Gg s 
ed inoltre 
y=bh as 
db, 

i +7 db 4° pui: Ep 3 w -d 
0, ZETA ; : È 


È 


L’ultima ridotta della prima frazione sai ci. da 
È o Ra pa SS i Co È 
ì QxY * Qi 5 


Da cui si deduce che 


Qaeyt QQ, Py P=0. 
Mentre dalla seconda frazione continua si ricava 


= P,-1Y Gn A : 
Qn1Y DE Quas | 5: 


Quiz a È E 

Da questo sistema d’equazioni in a ed in y si può elimi 
nare la y ricavandone il valore dalla prima e sostitueri 
dolo nella- seconda, ciò darà un’ equazione di secondo gradi 
in 2 a coeflicienti razionali, che risolve il problema; op 
pure si può risolvere prima la seconda, prenderne la sola 
radice. positiva, e questa sostituirla nella prima per otte 
nere il valore corrispondente di & che dovrà CSUUAZDA né 
cessariamente positivo. i 
Per es. sia la frazione continua, coi duosi alli incompleti: re 


che ci da 


riodici È e 3, 

















— 1 
3 cin) Re. 
e le sue ridotte sono = 
DES 4 4441 
FIA ERIS, a Bai 
3 Dunque fra y e x sussistono le due equazioni 
È | 3894—3y—1=0 ERA illo, 
: Ricavando il valore di y dalla seconda e sostituendolo nella 
i. prima si ha successivamente : 
Sti i sa anta 8 3 Fossi 
È: LORETO ESE eos 
3—- Ba—-2)— (0° --4e +4)=0 _, e°-x—-5=0, 

Me. | # PE aL I 
a 1 ri 5 
| SSR VEE A 
È . Invece prendendo prima la radice positiva della prima equa- 

zione e sostituendola nella seconda, si sarebbe .avuto successiva- 
3 mente x 
“e 3+ Vai 
“A er ga 
ka RAR i oa CRA (ia 
fi 6 6(V21—3 Kai ati 
fi, 0 ea) i ar 


b- -I6. Ogni ridotta è più I. al valore della [ra- 
| zione continua delta ridotta “precedente. 

P. Sia y il valore della parte della frazione continua che 
fi comincia da 4,,,, Sicché 





i x ca A+ a, Ra 1 MORE 
be 1 
a ot. GIGI n Gia ba to 
È e quindi } 5 an 5 
È: nY NA 


gu Qi 


«Da ciò si deduce da la differsuza RELA 
_Pa_ (PyytP_)Q-(Qu+Q, Pe _ = 
Qh (QUHt dna) Qn ° (Qy +Q,-1) A 
e che la differenza 
SO Prg (RUDE LOLA: +v.0 00 
n-A (QnyutQni, )Qnna  (QY+Qn_Anr i 


quanto riguarda i valori assoluti 
















Ma y è un numero maggiore di 1 e Qi a dunque id È 


Pn 


__. ——-—— 


| da 


e perciò la ridotta R, è » SO della ridotta R,_,.. $ 








17. Ogni ridotta è puù approssimata al valore della fra- | 
zione continua di qualunque RALE frazione avente ter- «9 
mini più piccoli. I 


o ‘I 
Se — è una frazione approssimata DE valore < % ul, di SO Si 
n 4 





Sf quia i 
lo sarà anche più di Pas e quindi — è compresa fra 
i p q pi: na 
n 











Quas 
e Di e per quanto riguarda i valori assoluti devé essere. È 
o Pai VER CA rela me (o 
RO 
Eseguendo le sottrazioni si ha 
| an, — BPn_, 


06 agi 


ovvero 
ARA n PPS | <G È s 5 
Ma il primo membro è un numero intero positivo, quad > 


la frazionéè È e una i frazione impropria, e perciò 6>Qa. A 


Ma “è 


BO 


Per la” stessa osservazione fatta innanzi la frazione — 
o MR 





né ‘compresa fra Uni e Q quindi deve essere ; 
sw (fi 2.1 LS 


eta 


P, 
Eseguendo le sottrazioni si ha 














x ad, Sr BE i 1 
fa | aP,, PP 
RrOVVero-- 3 - : 
| AQ, — BES 1 | so 


DE 


Ma il primo membro è intero E dunque eso bi 


| Sicché, per avere supposto che 7 sia più approssimata alla 


n 


| È Frazione caino di sal che non sia —", è risultato 


Q, 

che i termini a, di questa ‘frazione continua devono es- 
sere necessariamente maggiori dei rispettivi termini del- 
l’altra, dunque. un’altra frazione aventi termini più piccoli 
di R, non può essere più approssimata di R,,. Perciò, quando 
di una frazione irreducibile con termini molto grandi si 
- vuole avere un valore approssimato con termini più pic- 
| coli, è conveniente sceglierlo fra le ridotte della frazione 
continua. eguale alla data. 


18. Se due frazioni continue, limitate 0 no, a denomi- 
natori interi e positivi, sono eguali fra loro, i denomi- 


i natori dell'una devono essere rispettivamente eguali ai 


| denominatori dell’altra. 


Sia 
a da x 1 = t : ci È 
ata, d, += 
tt a,b... Dit... 
si = ° Ù 1 
| poiché ciascuna di esse è della forio dr deve essere 


a,=d,, e quindi resta 


i 


try. =u+; RASO 


i i .AMODEO — Complementi di anal. alg. elementare, 3% ediz. — 6 








ca lL=81 COR CTC] 
Ciò importa che sia a,=D,, € resta ancora ns 


11 


atzy. —d,+7 DA 


Da ciò si deduce che a,=b,, e così di seguito; “né può. 
essere l’ una limitata | e l’altra no, perché si avrebbe in, 


ultimo 





















1 4 
betta 





Us SOIA 
‘il che è assurdo. 


19. Se un numero irrazionale a sì svolge in frazione 
continua (necessariamente illimitata) e se x è il o 
di questa frazione continua, deve essere x = dt. 
© Applicando al numero « il metodo applicato a svilabnina È 
in frazione continua un radicale DAB supponiamo dì Î 
aver trovato È 
h 


a, 4, Ag . Un-1 i 


\ ® 
e che invece la frazione continua "CO GI xo sia 





r=M+ 7 ko i 5% 

PRE Ar 

Le ridotte di a siano Re Rico Ricosa A appar-. 
tengono a due classi di numeri fra le quali è sempre com- 
preso il numero a, mentre le classi date dalle ridotte di, 
2, che sono fino alla R, le medesime, individuano il nu- 
mero a. Se fosse 2 +a al proseguire della ricerca delle 
ridotte, le due classi da, esse formate potrebbero indivi- 
duare due numeri irrazionali distinti a ed 4, e ciò è as- 
surdo. dor è " 5 | 


20. Se di un numero a si conoscono due valori appros-, 
simati uno per difetto e l'altro per eccesso, e riducendo 
questi valori în frazioni continue si trovano eguali pi 

| spettivamente î primi n quozienti incompleti, anche a ri- 
dotto în frazione continua avrà gli stessi Cm n quo- 
zienti incompleti. RE 








iu 
È 
DI 


i e le ridotte successive sono, 








dd 8g Cap. IL -s Là 
| Siano infatti He, A'‘i due valori sprossimat di a, e sia 


di. 





Azaio a +, 


An 1 





Nato 7 cd +; in 


le parti intere di A ci A’ sono Sa e siccome a è com- 
preso fra A ed ‘A deve pure avere la stessa parte intera 
LE 


i 1 
Sa di È Cade 


Le parti frazionarie risultanti hanno lo stesso numera- 
tore, quindi dovrà essere 3 compreso fra À 


MEI 
da si at7 


4, rec +3 IORNE 
e quindi < avrà la stessa parte intera di aa cioè 42,, 
@ così via.- 
‘ 2I. Un esempio notevole di questo teorema si ha nella 
ricerca dello sviluppo in frazione continua del numero r. 
Si sa che m è compreso fra 


3,1415926536 e 3,1415926535 ; 


ora se si svolgono in frazioni continue questi numeri, si 

trovano per l’uno e per l’altro come primi quozienti incom- 
DIGLE#9 77, 15, 1,292,1,1 e poi si trova 6 pel primo nu- 
mero e 1 pel secondo, dunque 


3.22 333 355 103993 104348 208341 


Mit 106: 113°? 34102 ’ a30150% 06317 





Le prime di queste ridotte sono valori approssimati del 





Co I-S$L en sc 
numero tt già noti pel passato prima che sì conoscess 


0) 4 
le frazioni continue. Il 3, e.il 7 8 già si adottarono prima 

























00 
di Archimede us Pd quarto - è quello adottato. da 


Adriaen Metius nel principio del XVII secolo. Quest'ul- È 
timo, che dà per valore di rt, 3,1415929..., è approssimato 4 
per eccesso a meno di | 
Ge ba 1 ua n 
113+33102 — 8740526 de 
22, APPLICAZIONE. La durata dell’anno solare, cioè del tempo che 
il Sole impiega per ritornare allo stesso equinozio, fw assegnata da : 


Laplace, în giorni ‘365, 2422419 = 3658 bore 48° 49”, 100016. A 
bore 48' 49", 700016. 


are un numero intera i 





Sicché l'anno solare supera l’anno comune di 
Trovare ogni quanti anni bisogner ebbe intercal 


di giorni, affinché l’anno solare sia d'accordo con l’anno comune per 3 


un periodo di tempo più lungo-possibile 


Limitandoci ai soli decimillesimi di secondo, bisogna. trovare. 
Q4ore ì 864000. Ta ni 


gh CI 


- 


il valore del rapporto 73: cioò di —— — 
bore 48'49",7 209297 


Sviluppando questo rapporto in frazione continua si trova che - 


i quozienti incompleti sono - Sei 
ig RE 3 
e quindi le ridotte sono "33 


4 29 88 161 999 92159 ‘9158 11638 864000 


1 7.8 89 242 523 765. 2818 209197: 


Da queste ridotte si vede che intercalando un giorno ogni quattro. 
anni si ha la correzione più semplice sì, ma la meno approssimata | 
di tutte; e che invece più approssimata sarebbe quella di inserire. 
7 giorni ogni 29 anni, oppure 8 giorni ogni 33 anni, 39. giorni. 
ogni 161 anni, ecc. L' BI DELcal Azione di un giorno ogni 4 anni.è $i 





*) Archimede (— 287; — 212) nella sua opera sulla Misura dal Cer. ne 

ci fa sapere che al suo tempo sì conosceva già il valore approssimato ci 
7, doo che il rapporto della. circonferenza al diametro è compreso fra 
3 qui co e 3 tai Do î a 


#*) Per RCA 19 00 la lunghezza dell’anno gie: ottenuta da Neueomb 
è di giorni 365,2422 con la variazione di — 0, 000061 dopo 5000 anni. da 


- 
fe 








quella che": si fece in talia col calendario giuliano Fota 46 av. 0. 
raddoppiando il sexto calenda Marti, che veniva il 24 Febbraio; 
| questo g giorno diventava bissexto e da ciò l'anno fu detto bisestile. Ma 





| questa inserzione pecca in eccesso e perciò con la riforma Gre- 
È goriana (fatta da Gregorio XIII su proposta di Antonio Li- 
lio) nell’anno 1582 si convenne di non render bisestile il 1° 2° 
3° anno secolare ma solo il quarto, e così in 400 anni si inseriscono 
‘non 100 ma 97 giorni, con un errore di 20" all'anno che danno 


| quasi un giorno in 4000 anni. Se si sopprime un.giorno ogni 4000 


Mi 4000 SÈ 
anni sì ha la frazione TTT, che dà appena l'errore di 0”,7 





all'anno. La frazione non è fra le ridotte e quindi non è 


fiele che dà con quei termini il valore più approssimato. L’in- 
| serzione di 8 giorni ogni 33 anni l'avevano adottata gli arabi nel 


G 1079, per PEOROstA dell’astronomo Alkaijàmi. 


10000000 . ; 
Se si fosse adoperato il rapporto ——_—m_ si sarebbero avuti 
2422419 


gli stessi quozienti fino al penultimo, sicché la parte trascurata 


5 11633 
È non influisce sulla frazione 

«9 2818 
È l’errore di un giorno in 508335 294 anni. 


sw 
I 


Di - 


e questa produrrebbe soltanto 











Esercizi. 
| — Trovare le ridotte delle frazioni continue seguenti *): 
PE 159: i 3 ii 
lea e | Capa 
rc Si 
: e: i 14... 
$; cagi | Ape 1 
i +7 bp 1 
747 ss Orione 
, È i 10 sa do 
È — Sviluppare in frazioni continue le seguenti frazioni : 
(0 5899 32280 9976 (0,1,2,1,9,1,8,1,1,6 D | 
10) 2ASET IE AR Ag SRP (0,404 191:9,18,2.6) 
7834 PPPAE, 6961 :(1,2,3,4,5,6,7) . 


S #) Le ridotte della frazione continua | e 2 trovano applicazioni alla bo- 
tanica, perché rappresentano la legge delle disposizioni delle foglie intorno. 
«ad un ramo. Esse ricordano nei loro nùmeratori e nei loro denominatori la 
Ses di Fibonac ci. i 








‘at de 6a ]-190 4 BD © d'IÌ di 
at + 60° +Ida® +15a0 +7 ta 


482% 418822 42527 + 115 ca SITUA Pg te * 
"ASI + 2862% + 4642° + 4250 + 151‘ ( at n dt cHe 


8-19. Sviluppare in frazioni continue *): 1959) = Maio sa 
Vo Viva Va, var, PESA 
V=, Vi, Var, VE. Cioe, 
a RM 3 
d È (Vi10:3,6), (Visio), 


R. E ca ue. 015,112) 











-— Sviluppare în frazioni ARI i P } 

20. Va+1. | .- R(03 20), 
2. Vetta. | R. (4 ,2,20). 
2. Va+2? . | 

23. Va +3 per a>2. 

uu Va—a. R. ((@—1) Ile 
‘25. Var+2a . cascs (a sl; 2a) ; 

26. Va+o. | R. (cp 












27, Ve —20+2. 
28. L'equazione esponenziale a =d, ove siano 4 e d positivi ad a&+0, è 24M 
sempre risoluta da un unico valore” di x. 4 
R. Sea e d sono SIRGEIArE di 1, col metodo indicato a n. 8,00 È si ha 


per x un valore ‘positivo ;° 





1 
se a>1, b<1, si risolve av = x S 
e —x è la radice della data equazione; 
1 N ; 
se a<1, bb>l » Sa =D è 
paci, i >» (7) 


nn i à 
se a<l1, D<1 ‘» ( 13) = ed x è radice anche della data equaz. 


‘ 

Se a©—=b' fosse A IILE da due valori 2°; ©" di 2; si avrebbe ar'-2"==l , 
e-a'=0,0 =" 
— Risolvere con'frazioni continue lè seguenti Stone i 
29. (0, Pesto R. (1, GIR 2, RR Pisi ali 


*) Per individuare una frazione continua periodica indicheremo con la no- 
tazione di Dirichlet i suoi quozienti incompleti successivi, fino all'ultimo Le 
dei periodici, sottolineando i quozienti periodici. 








dla MESE TRE o Ri SEoni 
I 32. la 195. R 
sVa _ 


È, 4. (0. pn 


i 95, 99° RESTARE 
__— Trovare.i valori delle frazioni continue periodiche degli es. ile 2 e le 
altre seguenti : 
36. a=(2,9 ,3). 
37. e=(2, 4 39). 
38. Trovare Ra LAO della frazione continua periodica dai quozienti in- 
È pe (2,3,4,5,6 , 1). i 


r 
TRA 


8361 + a) 
3572 
> s *_» *1* . î: è i e " 
Le radici sono entrambe positive, quindi occorre verificare quale delle due 
radici è la cercata. Con l’altro metodo più lungo di calcoli si trova senza 
| discussione che occorre prendere la radice con il segno —. 


R. (s0720 — 16722x + 19567=0., = 


play 


_—— Sviluppare in frazioni continue le radici delle equazioni seguenti ? 


| 391322°— d4ddet 373=0. R-_(11;2,1,96) :(&1,1,1,2,3,4). 

; 40. 170°4 25a— 29=0. . R. (2,4,8,1 per —a'); (1,3,4,2 per 1/x"). 
DO 04l. 190% 10404 13820. R: (3,4,1,2,5(; (2,3,1;5,2). 

Ù so. 2le°k 92- 56=0. R. (1,5,4,3) ; (2,4,5,3). 

O 43. 9630*|1691r4417=0, —’—R. (1,2,3,2,4,5,5,4) ; (2,5,5,4,2,3.2,4). 


SEMI ETA 


[Le relazioni fra le frazioni continue delle radici di un’equazione di 2° 
grado sono state trovate da E. Galois (efr. Ann. des Math. pures et appl. 
vol. 19, 1828, 29, p. 294)]. 

_ 44. Dimostrare che di una frazione continua "GL della forma generale 
wi 


cs Re BI ELA 
to x iz; nani =_= = CIRO 
Reg | a hi: 5 nor hr 


‘le ridotte si possono formare come indica il seguente quadro : 


( dg: i td, (440), +6, [(044, + db), + 40,143 + (094, + db) di 
pelv,a, a,a, + d, (4,4, + db) a, + dd; 


ba; 4, bara, - 







45. Quando le radici quadrate dei numeri si vogliono ottenere per mezzo 


di frazioni continue della forma. generale, il periodo sarà sempre di un sol 
quoziente incompleto. 


i Infatti, posto x = Va +b=a+y si ha 
o Mi ac da 


Sena = —_— ; 
agli Bets 

















per cui 





, 
Per es. 





i Vanna Li ; 


e le sue ridotte sono È 
4. 35 292 2441 20404 


—____ 


‘PO 8-67 (560 4681 
1 td Bd 




















106 7 
46. Dimostrare che se — rappresenta la r#4 ridotta di una frazione con- i 


tinua periodica, la somma "p E , pon si altera se sui primi. x quozienti 
incompleti si esegue una permutazion e ciclica. - = 


(I quozienti incompleti siano 4, ; 4; 4... @ e fatta la permutazione. 
RE rg : : SLA 


P. , 
i 4* 


| P ; veSeià 
Ad 0,0 sia — la ridotta 7 della nuova fraz. cOn blu La (GU. È. 


Q 


ridotta della data fraz. continua garà CEbPOREA da + pro ela pma della 
s l r 

Qua 

P! 


r-A 


| at” 





stessa si può anche esprimere con 4, + 


Dalle eguaglianze 
Q' di P,tP,u ne P, al P, qa Abi + Qua 


db = = e 
— 4 é Pi deo ss TALI —1 Qr. PO : 


Ri deduce Pi 4,2, + Rai ; P, 2 [RO 40887, SE Qt; sé Q, SPA , doRca = 5: 


P, + Qee Pi + Qi nt I 
47. Trovare le ridotte esatte del numero e = 2,718281828 limitato: ae pri- 
* 23225 


me nove cifre. 
8544 
48. Trovare i valori approssimati del rapporto del diametro di un cerchio 





R. le ridotte. sono 12 e l’ultimà è. — 


ai lato del quadrato equivalente ad esso. 
R. (1/0,886226995 ; 1/1, 8/7, 9/8, 35/31. 44/39, 123/109). 
49. Trovare i valori approssimati del rapporto del diametro della sfera al 


lato del cubo ad essa equivalente. 
R. (1/0,805996 ; 5/4 , 31/25 , 67/54, SGZ/AST). 
50. Si dicono frazioni intermedie fra due ridotte R, LAO R, , quelle fra- 
zioni che si ottengono dalla seconda qualora in luogo di Un SÌ sostituiscono 1: 
numeri interi 1, 2, 00 (An 1). Trovare le frazioni intermedie fra le 
i A 529 089 CI 461999 2159 
ridotte». — (4 —S- e g&=* e 
1 7 8 39 7 242. 523 


pan 








del n. 22. 





Win) 


CAPITOLO TERZO. 
DISEQUAZIONI E SISTEMI DI DISEQUAZIONI. 
































S 1a) — Teoremi generali. 


__ l Siano A e B due espressioni algebriche contenenti le 
{. variabili 4,y,,.. e non identiche. Cercare per quali va- 
lori reali di @, y, 2, ... il valorè numerico di A risulta mag- 
giore di quello di B, vuol dire risolvere la disequazione 
A>B. Cercare per quali valori reali di x,y,2,... il va- 
. . lore numerico di A risulta minore di quello di B, vuol dire 
risolvere la disequazione A<B. Le lettere £,y,2,... si 
chiamano le incognite della disequazione, 

$ Ogni sistema di valori di x,y;2,.. che risponde alla 
questione proposta si dice soluzione della disequazione. Una 
«disequazione può non essere soddisfatta da alcun valore 
delle incognite e allora è assurda; qualche altra può es- 
sere soddisfatta da qualunque valore reale delle incognite. 
Per esempio è assurda la disequazione 


ì A 


| poiché il quadrato di qualunque numero reale è positivo 0 


sfatta da qualunque valore reale di & 
Due disequazioni, che contengono le STICA incognite, 
si dicono equivalenti, quando esse hanno le stesse solu- 


zione della prima sia soluzione della seconda, e viceversa 
| che ogni soluzione della seconda sia anche SIIT della 
Eine. 

Due disequazioni che hanno il medesimo segno Si Oi 
si dicono della stessa classe. ; 

Le relazioni della forma A=B oppure A=B si dicono 
condizioni miste. La condizione mista A = B è soddisfatta 
dalle soluzioni della disequazione A >B, e dalle radici del- 
‘l’equazione A=B. 

Se si hanno più disequazioni ad una o a più incognite e 
si cercano le soluzioni che le verificano contemporaneamente 


nullo, mai negativo; e la disequazione xc° +41 >O è soddi- 


zioni. Per assicurarsene bisogna verificare che ogni solu- 


È 


tutte, si "ico che Guest ‘aan formano un sis/em' 


di disequazioni. Per la risoluzione dei'sistemi di disequazioni n: 49 
si veggano gli esempî 4°,5°,6°,7° del n.16 e quelli del n:20.. 


2. Teor. 1.° *) Se sîé aggiunge ad ambo i.membri di una 
disequazione A> B una medesima espressione algebrica . 
«0, sé ottiene un’altra disequazione A+-C>B +0 equiva- 
lente alla prima, qualora nessuna soluzione di A>B fac- 


cia assumere a U una espressione priva di significato. 


Infatti, ogni soluzione &,,y,;%;,-. della prima disequa- 


zione fa assumere ad A e B dalri numerici a,d tali da 
essere a >D, e se questa soluzione fa assumere alla C un 
valore numerico ben determinato c, sarà pure a4+c>d+6, 
e perciò essa è soluzione anche della seconda disequazione. 
| Viceversa, ogni soluzione @,,y,;%,,... della seconda fa 
“assumere ad A,B,C valori numerici tali. da far essere 
a+Cc>b+c, quindi rende anche a>V, e perciò è solu- 
zione pure della prima disequazione. 
Coroli. 1° In ogni disequazione si può sopprimere un 
termine comune ai due membri, e sì può trasportare un 
termine da un. membro all’altro ma col segno cambiato. 


Coroll. 2.° Ogni disequazione A>B si può ridurre atta 


forma M>0, oppure atta forma M<0. Pi 
- Qualora M sia funzione razionale intera delle incognite, 


s1 dice che la disequazione è ridotta alla forma normale. ; 
Dicesi grado della disequazione ridotta alla forma nor- 


male il grado del polinomio M. 


3. Teor. 2.°. Se sé moltiplicano 0 si dividono ambo -î 


membri di una disequazione A >B per un medesimo nu- 
mero m, differente da zero, la data disequazione è equi- 
valente è lla disequazione Am>Bm sem é positivo, ed 


é invece CINDIA alla disequazione Am<bBm 188) (Da 


negativo. 

Infatti, se @,,4,;4 
A>B, essa fa assumere ad A e B valori numerici a, d 
tali da far essere a >d, e ID se m è positivo sara pure 
am>bm, e perciò 2,, Y, 8 è soluzione di Am > Bn; é 


#) A Questi teoremi bisogna premettere quelli sulle VAOSR Hi eE conte- i l 


nuti nella nostra Ar umetica ed Algebra. 


13. è una, soluzione della aisi 


% 











si se ni è negativo e invece. am a Zon e ‘pareiò 
0,43 1»... è soluzione di Am<Bm. Viceversa, AS5>B 
| sarà soddisfatta da una soluzione di Am>Bm se m è po- 
| sitivo e sarà soddisfatta da una soluzione di Am< Bm se 
«| mè negativo. È 
È Coroll. 1° Si può cambiar segno ad ogni termine di una 
; disequazione, purché si cambi: anche la classe della di- 
di pr rosione. - 
Coroll. 2.° Si può TAO tutta la TS per 
È uu m.c.m. dei denominatori dei coefficienti. delle incognite. 
allo scopo di liberarla dai IRE . 




















4. tor dì 73 soluzioni di una disequazione della  for- 
è A 
ma intera AB SS00 detta forma frazionaria p70, sono 


| quelo che verificano nina le 19) disequa- 
zioni MES d B>0, e quelle che soddisfano simultanea- 
ménte le due disequazioni A<0,B<0. 

Infatti, queste soluzioni fanno assumere ad A e B valori 
— numerici determinati dello ‘stesso segno e quindi fanno as- 







( sumere al prodotto AB o al quoziente im un valore nume- 


È rico :determinato positivo, cioè > 0. 


_5. Teor. 4.° Le soluzioni di una disequazione della for- 
È: 9 A 
È ma intera AB<0, 0 della forma frazionaria peo sono 


È quelle che verificano simultaneamente le i, disequa- 
| zioni brado B <0, e quelle che verificano” simultanea- 
È mente A<0.B0; 


| "6. Da’ due teoremi precedenti si deduce che le due dise- 
% A 
È quazioni A-B>0, Sa: o le altre A-B<0, E <0 sono 


È equivalenti fra e E quindi ogni disequazione frazionaria 
È sì può in tal modo ridurre alla forma normale. 
. anti 

È nr, Teor. 5.° Per n intero positivo la disequazione A> VB, di 
Indice dispari, è equivalente alla disequazione Area 


è 


2n-+4_ 


la disequazione A< VB è equivalentè dd A?! < B. i 


"Infatti se Ur Vinte ui: = ina s ‘dalla lisea ziona | 


2nkb1 


A>WB, essa fa ai ad AeB falori numerici d; b ; 


nti 
tali da far essere a> VD, e quindi cento 2n+1 dispari an- 


che a?"*!>b *), e perciò essa è soluzione anche della disequa-. 
zione A?"+'> B. Viceversa, ogni soluzione reale della seconda | 


è soluzione anche della prima. Quindi per risolvere la dise- 
2n+44 - 
quazione A> WB, basta risolvere la' disequazione Uli SI 
2n-b1 
Analogo ragionamento si fa per A< VB. 


8. Teor. 6.° Per n intero positivo le soluzioni della diségqua-. 
- 2în A3° >B. 
zione A>"VB; de indice pari, sono quelle del sistema AD>O 


B=>0. 
2n 


Sia 2, Y1: 81, Una soluzione di A>VB, e quindi tale. 


da fare essere a> VE: ciò esige, nell'ipotesi di numeri reali, 


che sia D=0 ed a>0 e se ne conclude che è anche 


a”">b, e perciò x,,Y,;4,,-. è soluzione anche di SA 


di A>0 e di B=>0. 
Viceversa, una soluzione del sistema A>O, B=>0, A">B, 


facendo assumere ad A' ui valore a positivo ed a B un 
i 2 


valore d positivo o nullo, ed a” >, rende pure a>Vb, e 
- in 


quindi è soluzione di A> VB. 
Dunque, il sistema accennato e la data disequazione sono 
equivalenti. 
Si può anche notare che A?>B può essere notre sod- 
disfatta da un sistema di valori ,,Y,:4,;.. che rendano B 


negativa e facciano prendere ad .A un qualunque valore; 


oppure che rendano B positiva e facciano prendere ad A un 


valore negativo opportuno; e che nel primo e nel secondo | 
2n 


caso la soluzione non soddisfa la disequazione A > VB. 


9. Teor. 7.° Per n intero positivo le soluzioni della disequa- 


#) Cfr. Aritmetica ed Algebra, Cap. VI, 35. 

















up ti 


"Paghe V7 RrASuI 7 "abi; Pia ci gliata Rc 9 I 
FTT i£ */4 Ro Sit pè 
DI 3 


CERTE IERI LOI 


x 


ba 
[ 








zione ,A<VE, di Arca pari, sono date dalle soluzioni che sod- 
- AZ0 
disfano il si 

fano îl SI B=0' 

A3=O0 

A®"<B 

Infatti, ogni sistema di valori @, ;Ù r%, 3, Che rendono 
B positiva o nulla ed A negativa, soddisfa la disequazione 
data. Ogni sistema «,,Y,,3,, di valori .che fa rendere A 


positiva o nulla, e soddisfa la AOC BE IonS A?< B, rende B 
i 2n 


positiva e quindi soddisfa anche A<VB. Viceversa, un si- 
2n 


stema di valori 2,,Y,,%1,-+; che soddisfa A<VB, o fa as- 
sumere ad A un valore a negativo, ed allora basterà che 
renda B positiva o nulla; oppure fa prendere ad A un 
valore 4 positivo o nullo, in tal caso deve far prendere - 
a B un valore d soltanto positivo; tale che sia (ESE e 
quindi esso deve soddisfare anche AT<B. 


eda quelle che soddisfano il sistema 


$S2.— DEE di 1° grado 
ad una incognita. 


10. Ogni diseguazione di 1° grado ad una incognita si può 
‘Sempre ridurre ad una delle due forme : 


az +0>0 ovvero. PIA ZGNLI 


però basta considerare soltanto là prima forma, perché con 
un cambiamento di segni la seconda si riduce alla prima. - 
È ovvio che il coefficiente a non può essere nullo, e quindi 
due casi possono darsi o 450, 0 a<0.. 
"I° Se è -a5>O, dividendo la disequazione ODA alla 
forma ar>—0 REP: a sì ha 


b 
<= 
2.° Se a<0, dividendo la disequazione aX>—b per 4 
SIzllartcia | I 
< È n 
x Rai 


API 9 





* 





Cap. 


lori di n II 59 se a è positivo, e dai valori di LPD pas 


.membro, qualora sia 2—a positiva bere essere: 


as 

CA 
25‘ > 
É 














III. — ivdi: dA n 
Quindi: Za Pte ax ti po a è sodtistatta dag 





Va ao, sì ah e A 3 
infiniti valori di x maggiori di vd se a è posîtivo; cd "a 
i : \ % b | "A 

é soddisfatta dagli infiniti valori di x minori dì — m3 sei 
a è negativo. de 
Per quel che si è avvertito innanzi, nella disequazione | 
ax+b<0 avviene il contrario; cioè essa è soddisfatta dai va- Rd 


se a è negativo. i - di 
Il. 1.° Ogni condizione mista di 1° grado si Bua ridurre 
alla forma Pa 


PIRO, 


\ 


ed essa è soddisfatta dai valori di @ che Soddistano la di- — 
sequazione 


“ 


axgr4b>0, 
e dalla radice dell’equazione 


agc+b=0 . 


ptt di i 17,5 
— Quindi seqgge=t di è la radice dell'equazione ag +5=0, 
essa è soddisfatta ‘dai VALI 


LZ=A, se a è positivo; 
e dai valori l 
CZ). se a'è negativo. eur 


Cioè nel primo caso è soddisfatta da’ valori dee 
infinito a destra di @,, compreso |’ estremo sinistro, e nel. 
secondo caso da’ valori dell’ intervallo infinito ‘a sinistra. di 
%, compreso l’ estremo destro. Tal 
2° Se la condizione mista è del tipo |e— CATO cioè | 
se occorre considerare solo il valore assoluto del primo” i 





x 


ceza4+h, 








PARO N vie sr DATI Lei o i o Fi 

N34 2A Di nina ai RENO pa 5 

o RIE AOL n Go 
A ed & x ; x Ù 


AL 


RUE qualora sia 2-14 negativa, deve essere a— v=h, cioè 





4 
"at 


SORIA 


> a=a—h. 
Dunque la data condizione mista equivale alle due se- 
guenti: 


; a-h=zx<za+h. 
$ 3.— Disequazioni di 2 grado 


ad una sola incognita. o 


"| 


12. Ogni disequazione di secondo grado ad una incognita 
può avere nia delle due forme 


ai aL° + ba +e>0, i 
ax 4+ be + c<0, 


con la condizione che sia a +0. La seconda forma si ri- 


"conduce alla prima cambiando i segni a tutti i termini della 


disequazione, e quindi possiamo occuparci soltanto della di- 
Saleezione 


| ac + be +c>0, 
sso ALLO. 


13. Tre casi si possono presentare: 1°-che il discrimi- 


mante del trinomio del’ primo membro sia CHA 2° che 


sia nullo; 3° che sia negativo. 

1.° Caso. 9° —4ac>0. Si sa che in questo caso le radici 
del ‘trinomio 04° +b& + e=0, sono reali e distinte: chia- 
mando con x, ed x, rispettivamente la minore e la mag- 
giore delle radici dell’ equazione, già si sa che *); se si sosti- 
tuisce nel trinomio in luogo di x un numero esterno al- 
l’intervallo (2,,,) si ottiene un risultato dello stesso se- 


gno di a; e se nel trinomio in luogo di # si sostituisce 


un numero interno all’intervallo (@,, 4) si ha un risultato 
del segno contrario ad a. 


Dunque: se è a>0, le soluzioni della disequazione sono date 
da tutti i valori esterni all'intervallo (x, %;), cioè minori di 
%, e maggiori di w,; e se è 4<0, le soluzioni della dise- 


*) Cfr, Arilmetica ed Algebra, Cap. XII, n. 2, 





esclusi gli estremi. (00° E 
2.° Caso. 9° — 4ac= 0 Chiamando con %, il valore si 
due radici eguali della equazione 3 
| ax*+bx 4+c=0, a 

già si sa :che *): se si sostituisce nel trinomio in luogo di Gd 
x un numero diverso da 2, il risultato è sempre dello stesso vd 
segno di a. Dunque: se è 4>0 la disequazione sarà soddi- © 
sfatta da tutti i valori di @ diversi da @,; e-seè a<0 la di- | 
sequazione non è soddisfatta da alcun valore di «. 3 
3.° Caso. 5° — 4ac<0. Si sa che in questo caso, se si so- — 
stituisce nel trinomio in luogo di # un numero qualunque, _ 
il trinomio assume sempre un valore dello stesso segno di a. 
Dunque: se è a>0 qualunque numero soddisfa alla dise- - * 
quazione; e se è a<0 nessun numero la soddisfa. — | {_ 






14. La condizione mista di 2° grado 
i ao + ba + e=0 e 
è soddisfatta dai valori di 4 che soddisfano la disequazione . È 
 aX*+ be + c>0 
e dalle radici delle equazioni 
ax}: boa +c= 


e perciò: se b*—4ac>0 ed a è anche positivo; essa è | 


PS 


soddisfatta da «=, eda x=%,; 
e se a è negativo, è soddisfatta qualora sia 
LIZLZAX, . 


Se 59° — 4ac=0, essa è soddisfatta da qualunque numerd | 
reale se a>0, e soltanto da 2=2, se a<0. 


Se, finalmente, b°— 40c<0, essa è soddisfatta pure dal 
qualunque numero reale se &>0, e da nessuno se a<0. 


I5. Riassumendo ciò che è detto precedentemente si ha. 
il seguente quadro delle soluzioni delle disequazioni e delle * | 
. condizioni miste di secondo grado. 3 


#) Cfr. Aritm. ed Algebra, Cap. XII, n. 19. e 20. 








; discriminante pri To ARMS ax? +bx + e>0 ax* |bx +-c>0 
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1° Casc te 
SOR a 30. XKX, CDI, | BZ, LXS>A 
6° — 4ae> 0 Tigi di 
gd i EIA e<r<a, | e, 205%, 
fe — | 
MED Caso b | | 
a>0 Wa ein X qualunque | 
b°— 4ac=0 o 2a ; I 
PAZ nessuna soluz. qa=— — 
2a 
3° Caso » i x; | 
a>0 x qualunque x qualunque | 
5° — 4ac<0 | ni (Di I 
a<0 nessuna soluz. | nessuna soluz. 
Ù j i I 


16. Esempir. 1.° Si abbia a risolvere la disequazione 


- veri 2+3e>5x +7 
| riducendola alla forma tipica si ha 
A — 2a > 5 
| e quindi ; : 
"A ’ i INTERA 
cr<— TW, 






ne perciò essa è ata da tutti i numeri < — mo Analoge 


ri 


i segno alla forma 2x<T_- 5. 
2.° Si voglia risolvere la disequazione 


risultato si ha se si riduce l’equazione con un cambiamento di 


2a —8> VE» — 360° | 3840-38. 


|. Pel teor. 5° basta risolvere la” disequazione che risulta SIeVane 
do a cubo la data disequazione. 
| Elevando a cubo si ha 


8x3 — 362° + 54a — 27> 8x3. 3624 34x + 33 


AMODEO — Complementi di anal. alg. elementare, 3° ediz. 7 





e riducendo successivamente. Î 
b4da — 271> 384r 4-33, 
20x > 60 , 
a>3, 


Dunque anche la data disequaziona è soddisfatta dai valori di @ | 









maggiori di 3. 3A 
3.° Si voglia risolvere la disequazione ATE 
RR E o 
x +4A>Va + 152-446 . 

Elevando a cubo e riducendo si ha, 

; 12x° + 88c +- 1850, 
ovvero 4a® + 11x + ae : 

vr 
| Essendo —2:0e — Loy le radici del trinomio del primo membro, 


la soprascritta disequazione, e quindi anche la data disequazione i 
è soddisfatta, pel teor. 5°, dai valori seguenti Di 


i 3 
A rp? E Ore ) 


3 
cioè dai valori esterni all’ intervallo (-2 su 7) 2 


4.° Si voglia risolvere la disequazioue 
dx +8>V4a — 2a — 6. 
Pel teor. 6° le soluzioni di questa disequazione sono quelle del 


sistema : 
(2x + 3)° > > 403 — 2x — 6, 


2x+3>0, 
do — 2a — 60 ; 


Dalla prima disequazione. si ha 


Ax + 120 + 9 > da’ = Qui 60 
e riducendo 
l4x > — 15 


o Ù 
e quindi x > cer rAPREeRentO tutti i valori che soddisfano i i I 
quadrato della data disequazione. La seconda è soddisfatta. da 


LS pro —. La terza si riduce a 


ne” —2—-8=0 \ 





NERE, 





pa IEEZON A: mM sort 

















5: 
| e questa è ISHdisistta dai valori numerici esterni all’intervallo delle 
i 5° ‘ 3 

radici del SAMOA compresi gli estremi, che sono —1,+ TE 

i 8. 15, #3 

$ ‘Penendo conto delle condizioni x> — — È > ——-,% =t—, risulta 
Ps 2 
È 2 
che sono soluzioni della data disequazione i valori di c > — . 
È IEEE RA i DE par 15 | 
_ +enendo poi conto delle condizioni x > — Tr prgn 3 XZ— 1, 
i: 3 | 15 
| risultacheivaloriche soddisfano alle diseguaglianze — ae 1. 
E sono pure soluzioni della data disequazione. 
i - Tutto ciò risulta evidente dalla figura 
Do e, i È 
È i = Teprri 0 1 ia 5 
È Aia 
| dove gl’intérvalli che soddisfano la data disequazione sono co- 
| perti con tre linee di trattini. 
È 


5.° Si voglia risolvere la disequazione: 


3x +5> V9a? — 6r—8. 


Pel teor. 6° bisogna risolvere il sistema: 


(Be + 5) > 9° — 62 — 8 


Be +55 0, 
do 6e— 80: Di 
La prima disequazione ci dà 
i - 11 
12x5>— 11, donde aes ; 
Per essere 9x° — 6 — 8 = 0 si deve avere 
i 2 4 
LEE — — xZ=> — 
| 3 3 
e per essere 
DAS GE: i 5 
‘_»—_’‘824+5%>0. sideve avere Per 


— Quindi, riassumendo, si hanno soluzioni per i valori seguenti ‘ 
dL'iagna 






bi 





11 O. 4 
copra A 131 corea E A oe 
12 sea 8 























: 99 MIA Do de Ì di pi d, PERE n53 
Cap. ILL — 83. 00 u 
Tutto ciò disulta chiaro dalla seguente rappresentazione in cui. 
td È ri Me AE VT Li nori 00e ae posare riseorenvosconiosee = creo esereo veces orapane ooo 
TATTÀ —1 iP NE | 0 w& 







= 


gl’ intervalli che soddisfano la disequazione sono coperti tre volte 
dalle linee di trattini. I 
6.° Si voglia risolvere la disequazione 


2x + B<V 4a? — 2a Lie 
Pel teor. 7° occorre che sia: 


‘2 +38 <0%, da — 2x—6=0 
ed inoltre 
2x +3=>0 , (Qe+3)°<40 — 2a —6. 

3 


Per essere 2x + 3<0 deve essere x< — vi ; per essere il ra- 


Pa) 


dicando = 0 deve essere 
3 


e E Sa 
x Z X 5 


7 


Inoltre pel secondo sistema si ha 


40? + 12x + 9< 4a? — 2a — 6 
e riducendo i 
14xr< — 15, 
ILA 15 i i ME 
da cui si ha x< — n mentre per essere 2x + 3 =0 deve es- 


3 
sere x > — — . 
2 


| 3 * 
Dunque le soluzioni sono date da x <— TAI) ‘pel primo si- 


: 15 3 pd ; 
stema; e sono quelle date da 2.< =" eda>— E cioè dai va- 


| 15 | i 
lori di x compresi fra SRIRI e — la: pel secondo sistema. 
Quindi, riunendo, si hanno soluzioni per tutti i valori di. 

POLE i 


La rappresentazione seguente spiega Sha i tesvalii che soddisfano o 























ppc ee i ar x i, 7 î 
TAI ; E A 
la disequazione data, 
. 





ta 7.° Si voglia risolvere la disequazione 


Br +P2<N60 +x— 15. 


Applicando il teor, 7.° deve essere 


i 2 
cioè 
È b i; 
6er° +e —-15=0 CET } = 


ed inoltre 
Scr 4 22=0 (Be +2 < 60 +r_- 15. 
Le due ultime onaioni: non ammettono alcuna soluzione, le 


5 
prime sono soddisfatte da x. — Ù! dunque la data disequazione è 


soddisfatta da valori di x°-< — TI 


$ 4. — Disequazioni fratte. 
ax +d 
Si > 0. Dalla osser- 
a'2e 4 b 


vazione fatta nel n. 6 risulta che questa disequazione è equi- 
valente all’altra (ax +0)(a'x+2)>0 e che entrambe sono 
‘soddisfatte dalle soluzioni comuni ai due sistemi di dise- 


È TOL ax +b>0 . (ax +b<0 
| Ai varie an4+v 50 law + <0° 
Ma è più semplice osservare che (1% +0d)(a'x + D)>O é 


una disequazione di 2° grado, e si può risolverla così diret- 
tamente, e dire che è soddisfatta dai valori esterni o dai 


17. Risolvere la disequazione 





| b 
© valori interni alle radici — —,——- secondo che il coeff. 


7 
di a? risulti positivo 0 ieoiitivo, a 
Esempio. Si debba risolvere la disequazione 
80 — 15 
Te + 42 | 
La disequazione data equivale alla disequazione di 2° grado 


(Be — 15)(Te + 42) 50 
A ) 


>0 


i LE 





= Br 

il coefficiente del ae a secondo na è positivo, si ha che 

tutte le soluzioni della data disequazione sono date dai valori 

esterni all'intervallo (— 6, 5), esclusi gli estremi. i 
Volendola risolvere indipendentemente dalle disequazioni di 2° È 

grado, basterà risolvere lè due disequazioni 


PAGA Poni î 
tt su 


dr - 1550, (e 4 42 >0 
‘e le altre due 


Br — 15<0 , 7r+42<0. 
Dal primo sistema si ha 
s->Br gr 
quindi esso è soddisfatto da x > 5, 


Dal secondo sistema si ha x <5,ax<— 6, e quindi esso è soddi- 
sfatto da *<—6; e con ciò si ritrovano, le soluzioni dette sopra. 


18. In particolare si possono presentare le condizioni miste — 


CT-A. - 3% 
Z 








S = : => Q0 . 
ec Db c_- Db 


Supporremo, per fissare le idee, che sia. 4 <i però il 
risultato sarà lo stesso anche se sia a>d. 


# 





Fe . LT 
La prima condizione mista 


11 RBCRANDE I 1 
50 si scompone in due 


CT-d vd i E 
condizioni SaS VR Lasi La prima è soddisfat- no 


ta dai valori interni all'intervallo (@,%), la seconda sol- 
tanto da-g=a. 





In complesso la condizione mista è soddisfatta dai va-. 
lori interni all’intervallo (a, 0) e dall’ estremo 4. 


La seconda condizione mista 


È ni 


X_- Aa ì 
" =>0 si scompone in 
Xc_-b° 


— 





dC_-a 


LA: — a ; i si 
due condizioni 370 ; ran La prima è sod- * 





disfatta dai valori esterni all’intervallo (a ,0), la seconda 
dal solo valore € = a. ; | 
; LIA sian Ra i 4. 
Riassumendo‘ la condizione mista gg Meo, rappresen- 
ta t'inlervallo (a,b) compreso SA segnato nel nume- 








=>0 AA î or nani al- 





me si 
ratore; invece 


_5> 
l'intervallo (a, b) compreso sempre l'estremo segnato nel 

cre. Nell uno e nell'altro caso la condizione mista 

nulla dice in riguardo all Do b del denominatore. 


19. Risolvere la disequazione 


4 A 2 
È aC+be+e 


LI 


i disequazione è soddisfatta dalle soluzioni comuni 
ai due sistemi di disequazioni 
a+b0 +0 ax + bo +e <0 
A°+DX+ 50 lae+de+e<0 


RVICIX 
"n 


dr 
= 


20. Esempr. 1.° Sia da risolvere la disequazione 


dx? + ba — 
8a? —2x — 3 ;= der 
A Occorre risolvere i sistemi 
; 90° +5r — 12>0 = (8a +b6e—12<0 
8x° — 2x— 850. 8a +9 — B<0° 


Indicando con x,x,; xx, le radici dei trinomii dati, esse sono 


TIA 


3 
; o=—- — betta 


VE 


0] 1 


Cosicché pel primo sistema la prima disequazione è soddisfatta 


4 F 
dai valori esterni all'intervallo (- d, 2) e la seconda dise- 


' 


Sarà 


Ri ei a e RE ARI RR IRPI E 








rmnanosa-anaeosencancaoceconconcessseanenioiicoe Ono porno rina zazzorenvinnieanonea 


Be: iu | ERRE DIL 
“quazione dai valori esterni all'intervallo (3 Ga 2): quindi en- 
 trambe sono seddisfatte dai valori esterni all’intervallo (- 3, si 


‘esclusi gli estremi di esso. 


Pel secondo sistema, la prima. disequazione è soddisfatta dai | 


snnentresice-sccccesconcoseericoooeccoe resive-coce 








4 NET a COSI 
valori interni all’ intervallo A d, 3): la seconda dai valori in- 


po dn 
terni all'intervallo (- DI 5); quindi entrambe sono soddisfatte 


dai valori -interni all’ intervallo (33) esclusi sempre gli i 


estremi. 
Perciò la disequaziene data è soddisfatta da 


È IR 4 
ene eater ) piene 


Tatto ciò è chiaramente espresso dalie due figure qui sopra.in- | 
‘tercalate, poiché gl’intervalli che soddisfano la due equazioni del |. 


sistema sormo quelli coperti due volte dalle linee tratteggiate. — 
SI i cet 20. — 8a — 20 
-2.° Risolvere la disequazione. Apa Cr 
Per essa occorre risolvere i due sistemi 


| La? — Be — 20<0 2x° — 3x — 2050 
i Ra pas a a —1 <0° 





Dic: 
Le radici del numeratere sono — SÒ 4, quelle del denomd 


natore sono — 1,1, e queste si succedono ordinatamente come. 
DRLa figure qui esa 














Pel primo sistema, la prima disequazione è soddisfatta dai va: 
lori interni all'intervallo (— °/,; 4), la seconda dai valori esterni | 
all'intervallo (— 1, 1);.quindi entrambe sono soddisfatte dai va- 
lori degli i (— 3/,, — 1) e (1,4), esclusi gli estremi. 

Pel secondo sistema, la prima disequazione è soddisfatta 


Tiger pere peperone IT sana elenina 














dai valori esterni all’intervollo (0%; 4); la ‘seconda dai valori. 


interni all'intervallo (— 1,1), quindi nessuno valore di « sod- 
disfa entrambe. 














= 


e 


| Perciò la disequazione data è soddisfatta da 


— <a <1: ‘e da Lar <4- 


(on ERA i xe — dr +-4 
3.° Risolvere la disequazione -—_—_<0 . 
s LL 
Unica radice del numeratore è 2, e le radici del numeratore 


sono (), 1 ed occorre risolvere i due sistemi 


(a —- 2) <0 (20250 
vo — 1) 5O ade) <<'0% 


Nel primo sistema la prima equazione non è soddisfatta da alcun 
valore di x, quindi per esso non si ha alcuna soluzione. 

Pel secondo sistema, la prima equazione è soddisfatta da tutti i 
valori di x, eccetto che da x = 2, la seconda è soddisfatta sol- 


| tanto dai valori interni all'intervallo (0,1); quindi il sistema, e 


anche la data disequazione, sono soddisfatti soltanto da 


IR a 


‘Si può anche abbreviare dicendo: poiché il numeratore è un 
quadrato, esso è sempre positivo, quindi per risolvere la disequa- 


— zione occorre che sia negativo il denominatore x(x — 1)< 0. Ecc. 


ZI. Se si fosse moltiplicata tutta la disequazione del n. 19 
per (a'@° 4 d'x +-c)° si sarebbe ottenuta la disequazione 
(av° + bo + c)(a'x° +d'a +0) 50 
la quale è soddisfatta dalle soluzioni degli stessi sistemi 
considerati nel n. 19, e perciò essa è equivalente alla di- 
sequazione Îfrazionaria considerata sopra. 
Ciò mostra che senza difficoltà si possono estendere i me- 


todi esposti anche alle risoluzioni di disequazioni di grado 


superiore, purché queste si sappiano scomporre in fattori di 


eondli 2° srado: 


Così p. es., volendo risolvere la disequazione «* —13x* 4- 36>0 
si scomporrà il primo membro in fattori e si dovrà avere 


(e — 9) — 4)D 0. 





Ciò importa che siano soddisfatti i sistemi: 


|el—-950 a -9<0 
la? -—- 450 {af-4<0° 
Pel primo sistema la disequazione data è soddisfatta dai va- È 
lori estermi all’ intervallo (— 3,3) e pel secondo dai valori in- 


terni all'intervallo (— 2,2), esclusi gli estremi, cioè da 
a<i— 8} Ica: 


In questo esempio, considerando l'equazione data come di 2° 
grado in x*, si poteva direttamente trovare che essa è soddisfatta 


dai valori di x? esterni all'intervallo (4, 9) e poi seguitare come 
sopra. 


22. Vi sono dei casi in cui delle condizioni speciali sem - 
plificano il problema come si può vedere nel seguente 
EsamPIO. Risolvere la disequazione 
a'— 2a” — 85*> 0, 


supposto che sia 0<b<a. 
Dividendo per * la data disequazione si ha x 


a \' dA} i 
—]_-2{—}_- 8 
()- (+) DAR aa | 

la quale è soddisfatta da È 


dc 


> 
siccome però 3 deve essere reale, la prima condizione non può 


Di . . . a 

avverarsi; ma deve essere per ipotesi anche rat 1, dunque re- 
Ea POLE 

sta soltanto (1)>d, e poiché za ‘è positivo, ciò riducesi ad 


a 
Srapesi ovvero a > 2b. 


23, APPLICAZIONI. ALLE EQUAZIONI RAZIONALI. ‘tra risolu- 
zione delle equazioni contenenti radicali può essere avvan- 









ia a ARoruzione delle disegiazioni ‘nel senso "i 
| scartare anticipatamente le radici estranee che potrebbero 
introdursi con l’elevazione a potenza o di risparmiare la 
‘verifica delle radici trovate. 


Basterà darne una prova col seguente 
EseMPIO. Risolvere l'equazione 


Vini + a =2m — 3Vm? — a? n 


supposto che debba essere 0<La< m. 
Il primo membro deve essere positivo, quindi occorre che sia 


2m>BVm —a?, 


| ovvero . 4m° > Im? — 9a? 


. donde si deduce —_ si 3 


VE 


| @ siccome il rapporto — per ipotesi deve essere > 1, si ha che 
pts ne 


deve essere 1 <= SM 


Ve 


Elevando a quadrato la data equazione si ha 
6m Vm? — a? — 6m? — ba? (a) 


e anche qui, essendo il primo membro positivo, deve essere 


(Pall 


i 6m° >bd° , 
quindi’ 

id : È : m? S 5 b; ) uo 
e o i) x = : 559) Soana , 

pi - i algss:6 


DE, la quale condizione è inclusa nelle due precedenti, che danno 
iz. 

à a 5 

Elemgula a quadrato la equazione (a) si ha successivamente 
as 
a ST a 9V€ 


LI 


Ra 


24a?m? = 25a* ; 
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m pra Ta 
Questo valore di — è compreso nell'intervallo Hy ci e 
d 5 
- quindi esso risolve certamente l'edunzionevazio. 


24. In generale però data l’equazione PtVQ=0 ove 
P sia di primo grado, @ di secondo grado rispetto all’ in- 
cognita x, e supposto che sia #, una radice dell’equazione 

=Q, ottenuta dall’elevazione a quadrato della equazione 
data, per riconoscere se @, è radice di P— VQ=0 o di 
PH VQ=0, basterà sostituire il valore di @, in P e vedere 
se il valore P, che risulta è positivo o negativo. Nel primo 
caso 2, è STI P_VQ=0, nel secondo w, è radice 


di P+VA=0. 


25. Ed analogamente, data l'equazione + VD+ tVQ=a, 
ove Pe Q sono di'1° grado rispetto all’incognita x, ed 4 
è costante positiva, e supposto che sia «, una radice del- 
l'equazione (P— Q— a’) =4a°Q, ottenuta elevando a qua- 
drato l’equazione +VP=ax VQ e poi di nuovo a qua-. 
drato l’equazione ottenuta, si può riconoscere con breve 
ispezione la radice x, a quale delle tre equazioni seguenti 


+VP-VQ=a (1), +VP+VQ=a (2), —VP4+VQ=a (8) 


appartenga (dovendosi escludere —VP—VQ=a, che è 
assurda). 

Indicando con P, e Q, i valori che assumono P e Q per 
L=2%,, ed osservando che dalla prima elevazione a qua- 
drato si aveva P_—_Q-a?=+ zaVQ; se P__Q, — a =0g 
2, è radice dell’equazione che dà luogo a P_Q—-a*={2a Va Qu 
cioè della equazione (1). 

Se invece P,—Q, — 4<0, «, può essere radice vAuvor 
dalla (2) che della (3), poiché proviene da P,=(a—VQ)' ; 


s3 








ma si può osservare che dall’ equazione P,_Q,°a°=—2a Va 
sì deduce VQ,= E a e questo valore sostituito in 
*V/P,=a-VQ, dà È QRS 057 
in —_ a #9 
SE 1 i ) 
“VP, 2a 


e quindi il segno del secondo membro fa conoscere quello del 









PRETI FERISCE 
% “l a arr. 
NGI ro 





RR 07100 — 0 TOAP. D+ R8ERO. 
‘primo membro e perciò a quale delle due equazioni (2) 0 (3) 


la @, appartiene. Perciò si conchiude che : 


Sag. Prepara, e radice di (1); 
se Pa e nanteo di X2): 
se P,-Q,<K— da° è radice di (3) *). 


Applicando questa regola all'esempio del n. 23 si con- 
2 a 25 
chiude immediatamente che m'= Gi a? è radice della da- 
ta equazione. Li 
ESEMPIO. V3x _—2-V2x —1=2 coni soliti passaggi di- 
viene x? — 42x + 41=0 di cui le radici sono 1 e dl. 
Applicando la regola suddetta si trova subito che . 
1 è radice di Messi V=2 
41 è radice di lena V =2 
Esercizi. 


DISEQUAZIONI DI 1° GRADO. 
— Risolvere le seguenti disequazioni : 
I. Ge +1° — 8< Be—1). 
2. (10 — 1)? — (6r — 1) 4(fe — 1). 


1 sE ] eri 1 1 
3 (et 7)+ (e) +). 








: x —2 Fio 10:23 — br or- 9 8 
4. -—-+(-- )= a RRPRÙ . 
3 5 dr 3 2 15 


5 e+a+b<ax— be, per a e db positivi. (Occorre esaminare diversi 


i a 4 psi 
casi secondoché è ad +1). 
È rt m Mm ® 


2> 
mn 0 m<n, non potendo essere m= n). 
i 


Li 








per m ed » posftivi. (Occorre distinguere se è — 
mb n mae n ; 


SISTEMI DI DISEQUAZIONI. 
— Risolvere i seguenti sistemi di disequazioni : 


dr — GD>LH5. 
le — 2) DL+5 


na, 3 vÉ 
i zo eran 


8. 
17 (e — 7)>9I1 
1 1 
2 ; 7 ) (Si distingue se m è positivo, negativo o nullo) 
— es> rim. 
era 


#) Cor e Riemann, Traité d’Algèbre 616mentaire, p. 122, Paris. 


NI ” 


20. 


1854558 —a) PS RR TARRA fo 


RR ome o 23 vee 1 ee. 
fat? CR 20<e<M+T. 





pi ati 


DISEQUAZIONI DI 2° GRADO. 



















— Risolvere le seguenti disequazioni di 20 midi 


Il. 6224 7r + 250. 14. 5a — 74 3<0. 

12. — 1548 4#le 155.0, 15. — 2° + 8r+ 4-20. È 

13. 2a — 2xr +11=>0, 6. a+ 16r—80-=0. È 
8 

17. E (R. Lesa: 301) 


7 { : 
18. 10.2 7 @2+0>Le_ 4° + So loloe 


19. Ln per quali valori interi della x è soddisfatta la disequazione 
(0+3P—2U+15)+-Ga+1®S (2242 +7@+1) (0-42). (R.-#=8 04) di 
DISEQUAZIONI IRRAZIONALI (ai radicali si attribuisca il segno che Presso # 
—, Risolvere le seguenti disequazioni irrazionali : 


20. V25-3 < V35-2 Tenuto conto della realtà si elevi a quadrato. ; 


2. Va -i<bla=3 » » 
2. Ve=2< Va—=1 » » 


) 23. V2-3+e2 5 V 6-e—-22 » » 3 
3 LEE i Da; 1 i 3 
24. Va-1 <* È 25. Vat7r458<5. 


3 ; 
26. a+ 3<Vo +74? . 


—— . 1 RAI i È 
ea — Ùi 2=: Tata . 
27. Va asa LR scala ) 
28. Va —4<7. ; FRESCO AZa< 53). 
29. 3r - 55 V9x +7r +3.  R. Nessuna soluzione, J 
; i I dea Ti 5 Sa hi È 
30. 3e — 4> Va —5r4+6+2r—-3. (R.-<e=22, t=S941 


Um +5ma +1 < 20 + 3m. 


8 è. a 
(R. — 7 m<rS-m ; = se m è pos.; nessuna soluz., 


x 


se m è neg.; nessuna soluz. se m è zero). 


eo 3a — Vi< Vorta—2-60V7. (R. a, Sr «a 
se- Via<Vorto-2- 60/7 | Riese, ei 


83.2Va >Vie—-194+122 7. SÙ 
3% 3>V3+14+W2+2 (Sì terrà conto prima della realtà dei radicali “di 








che tporta ai i” por si applica il teor. 6° al suo quadrato e si trova. 


—12<1). 


35. ira V2a — 


34 Ve—-35>0 (Si porti il secondo radicale al 2° 


membro, si tenga conto della condizione di realtà, indi si elevi a quadrato 





e sì applichi il teor. 7,9 
—— 13 
36. e+5<Ve-1. (R. ata 
2a — 3 | 
37. VE : D>brt5. 
38. E Vie 20. R. a 20. 


39. Fr AL V104? —12x +7. (R. È soddisfatta da qualunque valore di x). 


sa Va +2 A. VEliai, (Si vegga l'avvertenza all’eserc. 34). 
. Determinare per quali valori interi di x è soddisfatta la disequazione 


4x—-3r—1 1 
VEE, 

















(R.2=1). 
2 
DISEQUAZIONI FRATTE. Risolvere le seguenti disequazioni : 
r_—_-3 
42. : 0. 46. 0 . 
TT - = 
x+2 È gr 2 
. 0. 47. 720 Sf ROS 3 VERTE AN 0. 
na Fs FFGWKIS 
— ll -x° — 16 
sg, © 0. 48, © 0. 
rt4 LI — 9 
— 6 __ 2 +50 +6, 
spie 0 gt 
x +8 x° +4-3x — 10 
i xa — 60 +9 
50. -——_____- 50. 
x - 70+ 107 
Mp4 18 15 DIRI 
5I. —— +__-_>3— _——.. (R. - —<Koe<=1,1<r<4) 
x (2 4-4) 1 dcr 1 1 
2 inn <0. Ripi 
7 40-10 2x—1 Dr fi S ( 2 SS 2 ) 
1 3 31 — 
58. — e -1)— SU R. 8<r<- (1743 V/33) 
* È | 
[ e<T7 AT -3 V33) 
1 1 22 i 11 LI 
s e — — R. rdtC-4A,- —_ Cr — ;, 2594). 
Sa 3c +11 31” 23 ( < SO Se Fai: > ) 


2— Va — 8a 
xt1 


>O. 








(Per questa disequazione occorre risolvere i si- 








pel primo si ha CS 
LIFE -1<a=0 ì 
quazione è soddisfatta da a 20 eccetto il valore —1, e da ZA <I: 
(Bassi, Zsercizii e problem di Alg. compiem. VoLvI; Pi 75). nat, 
56. SERI Tn pera>b>0. PRESALdOo PI primo membro 
Va? + aè Va? db? i » oa 


ed eseguendo la sottrazione si vede che AE 


; pel secondo si ha SEL quindi la dise- 





VET e+ 8) FEE 


è sempre positivo per qualunque valore di x e Ioni il problema” si piau 
ce a risolvere la disequazione 4 i ei ee 


(+ a) Va 40? — (r + 5) Varta? DO vo. 

e si trova che deve essere r > Vab, r<0). (Bassi, l.c., p. 76- 71). 4a CI 
— Risolvere le disequazioni seguenti di'grado maggiore di 2. a n, 
57. at — 5a + 450. 

_ 58. 04 — 172° +- 6050. 


59. at— 642° +5 0 per a>b>OI. 


60. 2a‘' — 9a2b® + 4040. 
61. 2° — 22 +35 —350. 
62, 25 — 3x° — 8r-+-12x +16 0. 








| CAPITOLO QUARTO. 
ANALISI INDETERMINATA DI 1° GRADO. 


43 ld. Una equazione a due incognite. 





















vp Sì è già visto frecntenidinailia (cfr. A/g. Cap. V, SZ 
È Bis un sistema di equazioni di 1° grado contenenti un ni 
‘ro di incognite maggiore del numero delle equazioni ammette 
sempre un numero infinito di soluzioni. Se però, nell’i ipo- 
Ì tesi che i coefficienti siano tutti numeri razionali, si pone 
la restrizione che le soluzioni debbano essere intere (cioè 
formate da numeri interi) Oppure anche che esse debbano 
essere intere e positive, il sistema potrebbe anche non aver 
soluzioni, ed in genéèrale il numero delle soluzioni è sempre 
ridotto. 

Pi EspmPIO. Trovare due numeri interi che hanno per somma 10. 
Deve essere 


Lg Da i ; 


Bo. si | potranno dare che i valori 

I POE 

e quindi le soluzioni dell’ equazione sono: 

Ri 2=9,8,7,6,5,4,3,2,1, 
y=1,2,3;4,5,6,7,8,9 #*) 





b.+) Si confronti pure Aritm. ed Algebra, Cap. IX, $ 2. 

EE) I problemi di analisi indeterminata furono nell’antichità profondamente 
trattati da Diofanto nel 8° secolo dopo Cristo in un’opera di 13 libri dei 
quali soltanto 6 sono a noi pervenuti. In essi non è contenuta la risoluzione 
dell’equazione ax + by= k in numeri interi, che costituisce il più elemen- 
tare dei problemi Diofantei. La prima opera nella quale fu trattata sistemati- 
camente questa teoria è di Bachet de Méziriae ed è intitolata Problè- 
mes plaisants et délectables qui se font par les nombres e fu pubblicata la 
prima volta nel 1612 a Lyon, ed altre volte in seguito; e di essa si è fatta 


seguito perfezionata da Euler e da Lagrange. 


“i AMODEO — Complementi di anal. alg. elementare, 32 ediz. IRE 





an’ultima edizione non molto fedele nel 1905 (Parigi). La teoria è stata in 








tipo (1) o (2). ì 


‘e D', sì avrebbe 


LN AIA OR 
N LA INOTI 

















Cap INS CL Ar n 

La teoria che si propone di risolvere in numeri interi, 
o in numeri interi e positivi, un sistema di m equazioni di 
1° grado con 224% incognite (per m ed a 0) dicesi ana- 
list ind. cininatit ‘di 1° grado. 

Il caso più semplice è che sia m=1,/h=1, ed allora. 
si tratta di risolvere in numeri interi, o interi e positivi, 


l'equazione "axr+by=kRk, Rd (1) i 
ove a,b, k sì possono sempre supporre interi. Ad 
Per m=1,%>1, sì ha da risolvere l’equazione 
av 4by +e + =k. @ 
Nel caso di 7251, si ha un sistema 
Mi=0 Map ME 


di m equazioni fra le quali si possono.eliminare wm--1 in- 
cognite, in seguito a che si sarà ridotti a risolvere una. 
sola equazione contenente £X + 1 incognite. Quindi il pro- 
bieina si riduce sempre alla risoluzione di equazioni del 





2. Per la risoluzione dell’equazione 
ax + by=k 


si può osservare che, se a,b, hanno un divisore comune 
ad, questo si può sopprimere, perché la nuova, equazione 
che risulta è equivalente.all’antica. Però: i 

Quando a,b,k siano già primi fra loro, affinché la’ 
equazione abbia soluzioni intere è necessario e sufficiente 
che anche a e b siano numeri primi fra loro. i 

Infatti, la condizione suddetta è necessaria, perché, se! 
ae b hanno un divisore comune c, dividendo per c l’equa-. 
zione, e supposto che i quozienti siano 0. FISPALHVARRedAE a' 


k 
a'x L b'y= © 


eguaglianza che non può mai rendersi identica, per valori 
interi di x ed y, essendo n frazionario. 


Dippiù la detta condizione è su/ficiente, perché, se si ri 





(A) 


< 
x 


| solve l’equazione rispetto ad @, si ha 


RR — D 
MD SU 
(0) 


> 


e dando ad y i valori 0,1,2,...,(a—2),(a—1) si hanno 
per x i valori corrispondenti 
AE AI II k—(a—2)b. k—(a—1)b 
a > a: > a ateo ri a y a > 
dei quali si mostrerà che uno solo è certamente intero. 
Per far risultare ciò indichiamo con g eg’ gl’interi con- 
tenuti in due delle precedenti frazioni, 


h— mb lr WI 


A A 


} 


e supponiamo che, eseguite le divisioni accennate, esse pos- 
.sano dare lo stesso resto », si avrà 


k_-mb=qa+r., kR-nb=qQ0-+7, 
d’onde sottraendo 
bin—-m)=(q-g')a . 


Poiché il numero a divide il secondo membro, deve es- 


sere divisore anche del primo: ma esso è per ipotesi primo 


con 5, dunque deve essere divisore di n — w, e ciò è im- 


x possibile, perché n ed m sono entrambi minori di a, ed 


Ri 
Pip 
vi 


UT) 
x 
Di 


No 
k 
| 


N 


# 






.anche la loro differenza è minore di a. 
Ciò posto, se tutte le divisioni accennate da quelle fra- 
zioni, che sono in numero di a, debbono dare resti diffe- 


renti, dovranno dare per resti, in un ordine qualsiasi, ne-, 


cessariamente i numeri . 
A PA O ILE Ri 


quella che dà resto 0 è certamente un numero intero. *). 
Se questa frazione è data da y=B, e sia « il suo valore, 
la coppia &,B costituisce una soluzione dell’equazione data. 


#) Si confronti Aritm, ed Algebra, Cap.‘IV, 15, 


}i 





i n al rt. 


di AIITO un’ equazione ax iù by= k ha una a 


zione a,B in numeri interi, essa ne ha înfinite. 
Infatti dall’equazione data si sottragga l'identità + 
 aat4bB=Rk 
e si ha 


O a(x-a){+by—-B)=0%*), 
e quindi 


db 
Dir da lo 


D 
impo olim ipo ti 


I valori interi per x si avranno scegliendo per y valori 


Dy—-B) 


che rendono intera l’espressione “0 e poiché per ipo- 


tesi a è primo con d, deve essere y—& multiplo di a, e 


Y— 6 
(0) 





se poniamo 


rio, risulta 
c=a—-Di, 


=fp+ at. 


Da queste due formole per ogni valore intero (positivo, ne- 
gativo o nullo) dato a £# si ha una soluzione dell’equazione 
data, e quindi il numero delle soluzioni è infinito, e poiché 
dipende dai valori numerici che si possono dare ad un'unica 
variabile, questo numero dicesi semplicemente infinito. 

Tutti i valori di a e i corrispondenti valori di y che danno 

le soluzioni dell'equazione data, costituiscono due progres-. 


*) Si può anche dire: Da questa equazione si ricava 





"dere POTENTI 
y-8° a 
b OVATTOA INTRO I 
ed essendo — una frazione irreducibile dev'essere (Aritm. part. e gen., 
a 
Cap. IV, 23) Cn Xd=— dt 
y fo = + at 


dove f sia un intero qualunque, positivo o negativo, e quindi 
cr=a— bi 


y=PB+ at E 


‘= ft, ove t sia un numero intero arbitra-. 


si 3 
ie rn TUT 









e MR 








at MO) VORO PE 





DA Vent PL È ASA N 


sioni aritmetiche, l’una di ragione —d, l’altra di ragione 
a, e sono le seguenti: 


L= ..., 4430, a4+-2D, +0, a, a -a,a-2b, a-—3b , 
y=...,B_-34,B—2a,B-a,B,B+a,B+2a,B+3a, 


Il problema dell’analisi indeterminata di 1° grado, per - 
l'equazione ax + by = &, si riduce dunque alla ricerca di 
‘una sola soluzione, qualunque essa sia, poiché da essa si 


| ricavano immediatamente tutte le altre. È 
Gio) 


j i È 1 ) k 
4. L'equazione ax +dy=#% si può scrivere — = — +4, 
ab' ‘Db 2) 
e da ciò si deduce che: ogni frazione — il cui denomi- 


o ab 
natore è il prodotto di due numeri a,b primi fra loro, 
può decomporsi nella somma o differenza di due fra- 
zioni aventi rispettivamente per denominatori i nume- 
RCA ve DD. 


5. CASI FACILI PER LA RICERCA DI UNA SOLUZIONE. 
1.° Se nell’ equazione 


ax + by = 
è R=0, una soluzione dell’equazione è data dalla coppia 
di numeri 0,0. 
2.° Se uno dei coefficienti a o d è =1, una soluzione 
dell'equazione si ottiene ponendo eguale a zero l’incognita 
dell’altro coefficiente. Così, per l’equazione 


IXt4y=4, 


una soluzione è data dai numeri 0,4. 
3.° Più generalmente, se uno dei coefficienti è sottomul-. 
uu di f, una soluzione dell'equazione si ottiene ponendo 
eguale a zero la incognita dell’altro coefficiente. Così, per 
l'equazione 
042y=06, 


una soluzione è data dai numeri 0,3. 
4.° Se X è multiplo di a +5, o di a—d, posto y=+x, 
O0y= —< rispettivamente, si ha subito una soluzione del- 


pg ca e da ali 


i iAzione Così, per l’equaz 


‘ posto y=%, si ha 4=5, e quindi una soluzione dell’equa- 




















ap Sylos, 


zione è data dai numeri 5,5; per l’equazione 
ba +6y=4, 


posto y= — x, si haxx=—4, e quindi una soluzione del-. cd 
IG CARAZIONE è data dai numeri —4,4. 


6. RIsoLUZIONE GENERALE. l.° Metodo (Euler). Per Guia 
care una soluzione dell’equazione più generale, ridurremo 
la questione ad uno dei casi semplici. Si; 

Supposto che nell'equazione uo: 


ac+by=k 
sia A<b, si risolva l'equazione rispetto ad @, e si ha 
_h_by. 
mà I 
ed indicando con g e &' quoziente e resto della divisione | 
di & per a, e con g' e D' quoziente e resto della divisione -G 
di d per a, si ha 


k! d' ya 
a=t4 a 


Il secondo membro risulterà intero per ogni valore di yo 


k' 
che renda intera la frazione rat Perciò si ponga. 


h'-bdYy 

VAI 

mne 

e si avrà SNO, 
o=q—-Qy+t , dbytat=k'; cr 

ed il problema è ridotto a trovare una soluzione dell’equa- da 


zione. $ (E Vy+at=k', 


che ha il coefficiente d'<a. Applicando a questa equazione | % 
lo stesso metodo si arriverà ad un’altra equazione, di cui, 
i coefficienti sono d' ed il resto della divisione di a, per &; 
e così di seguito. E poiché le successive . SAURzIoda hanno , 





% 






per coelî ficie ato ‘numeri consecutivi che s'incon- 
trano nella. ricerca del M.C.D. fra d ed a (che sono per 
ipotesi primi fra loro) si perverrà ad un’equazione che ha 
‘un coefficiente eguale ad 1, e il problema sarà con ciò ri- 
soluto. 








° LI < (o Ae . LI . 
Si può osservare che se d' non è <5 si può fare la di- 


us 


" 


i) 
j visione di d per a per eccesso, ponendo sn nin 1l—- ri e 












À avrebbe Banioi e RI nuova sarebbe 

7 PAT AEI AI 

più semplice dell’ altra. 

Si può anche osservare che se d e £, oppure d' e #/, hanno 


un fattore comune, questo si può mettere in evidenza, e pro- 
| seguire coi quozienti che risultano, ed anche in tal caso il 


mu * 


@peisolo ‘sì rende più semplice. 


507: Esempii. 1.° Sia da risolvere l’ equazione 
dx — Sy= 43. 


Si avrà successivamente . 


bio | 43 +8 

È pe n PESA + 8y i 
SI OE e SU AFRO 

AS Ir TO, 

siha  a=ld+9y +, 

Bi i WERE 


| Una soluzione della seconda equazione è data da 


Lo , t=0; 


Dea d05 


e quindi una soluzione dell’ equazione data è fornita dai numeri 
17 e 1. Tutte le altre soluzioni sono quindi date dalle formole 


oa= 17 + 8t 
y= 14 8 








| risolvendola rispetto ad x si ha E I 
12 — 18y 12+ d7y o 
X= — — = 2y-4 = — 2 td, 
45 CART 
124 1fy 0 f 
per avere posto MECIDAE =, 
Mad) 
Risolvendo quest’ultima rispetto ad y, si ha 
— 12 + 456 | 5 — 6t “i 
= tt =-148 + —— SLI 8504 
Y 17 Unue "tr 17 mafizion 0 
; - Db — 68 08) 
rave s =, 
per aver posto ET 
Risolvendo questa equazione rispetto a t, si ha 
5-17 ld. ÙÙ; 
t=-—— =1-8f— — =1-3#—-#, 
SU, 6 
per aver posto i 
Lr ri 
LL, Rito, 
da eui risulta RN 
60"+t=1. 


e perciò una soluzione dell'equazione data è 


e tutte le soluzioni sono Bata da 





@ sono quelle fornite. dalle seguenti progression Ù O 
a) 1 Sag 17950 ,,38° gni i FRESE 
PA IO a e 1 i i 010 a 
2.° Sia da risolvere l’ equazione Na | 00 


450 + 78y = 12 ; 











Una soluzione di questa equazione è 
PING A FAO 


quindi risulta 
* 


bi L2 ; y=—6 ; ai 
L'EMMOR =— 6 


grz 10 768,0 tino 
y= — (64450 






AIA 


» 


ileog ioni © ae 


*% 
x 


METE 


PST RETE E 


Lo 







a e e e o 
: 5 ù : 


e quindi 





di Di Metodo ini *. Supposto che nell'equazione | 
OE  cagtby=k: 


sia dci sviluppiamo la frazione o in frazione continua, 


e sia %/; la sua penultima ridotta. Per un teorema noto 
deve essere 


ab' — ba'= +}, ovvero. ab —ba'=—-1, 


è moltiplicando per k 0 per — k, 


a(b'E)+b(— a'k)=k, ovvero a(— dk) + b(a'k)= 
Nel caso a sinistra 
Read = 0 k 
è una soluzione dell'equazione; nel caso a diritta 
ec=—D'k-,, y=a'k 
è una soluzione dell’equazione. 


Da questa soluzione, con le stesse formole esposte innanzi, 
sì hanno tutte le altre soluzioni. 


9. EseuPIO. Si voglia O l'equazione 
Abe + 79y=12. 


È 


13 
Syoizenao 15 in frazione CROMATA si ha 


73 
143 
45 1+ Li, 
PI 
eo 


ca 


di cui le ridotte sono 

i DO EIA 5 8 La 13 

1 ’ 1 dita 3 ? h ARI Digi o 
45-13 — 73-8=1, 


e moltiplicando per 12 


45(13- 12) + 73(-8- DE oa Pf n 
donde una soluzione è è data da Li È 
di 156 À = — 96. A; 


#) Un altro metodo porta il nome di Hermite; riteniamo superfluo ri- 


: te rtarlo. 


yo v L 
et Dai 





@ > perciò tutte. lu | sono eda ic AI 


;= 156-786 


3 i = —. Og CUS mu LI: Men, 


ovvero dalle coppie È 
PA BB eb O 
—196; — b1/ /—<p UE god 


Xx 


y 


10. SIANDmGATO GEOMETRICO, Ogni equazione di primo grado 


a due incognite, ax + by = a coefficienti interi, è soddisfatta, 


come abbiamo. detto nei ni 2 e 3, da infinite soluzioni o da nes 


suna; se ora la coppia di numeri di ogni soluzione l’assumiamo 


come ascissa e ordinata di un punto di un piano riferito a due 
»_‘assì di coordinate OX, OY, avremo 


po Sp DL --. nel primo caso che tutte le soluzioni 

SIGUR ) RA dell'equazione rappresentano infiniti 
A . ER OO punti del piano. 

si 54 [ABI Sì dimostra (cfr. Arîtm. gen. ed Alge- 

È n {i TEATRI bra del Liceo Moderno, VIII, $ 2, 4) 

Noi si TAL Fa {i one [ona (io che tutti questi punti stanno su una li- 

ezio AL RI SpA Si nea retta, che taglia sugli'assi.OX, OY 


TASTO due segmenti a partire da O' eguali 


rispettivamente a k/a, k/b. 
Così, per es., dell'equazione 8 + 2y = 13, essendo una solu- 
zione data dai numeri (1,5), le soluzioni sono date da 
rl 2 
y= 5 + St 


e la seguente, per t= — 1, dai numeri (3,2), ed essendo A e B 


i punti rappresentati da queste coordinate, tutti gli altri punti 
della retta AB, che equidistano fra loro di un segmento eguale ad 


AB, rappresentano tutte le altre soluzioni della detta equazione, 
perché si è dimostrato che una equazione ax + by =k ‘a coeffi- 
cienti interi che ha una sola soluzione intera ne ha infinite in pro- 
gressioni aritmetiche. Viceversa, ogni soluzione intera 0 di queste 
equazione, deve rappresentare un punto del reticolato della pre- 
cedente figura, per cui passa la retta AB. 

Si noti intanto che anche un'equazione a coefficienti irrazio- 


nali (vaglia una retta e che una tale equazione, come per 


es. 3x +yV2= ; se può essere soddisfatta da una soluzione 


i 
la 


72 








UU 
ia ARI SIT 


| ‘intera, @g, ,0), non ne potrà AE RIES in base nto A e del 
. n. 3; quindi si conchiude che: 

Gettando a caso una retta sopra un reticolato di quadrati o di ret- 
tangoli eguali si possono avverare soltanto questi casi: 0 es84 NON PAS84 
per alcun nodo (punto) del reticolato, oppure essa passa per un ‘unico 
nodo del reticolato, 0 passa per uc nodi di esso, posti tutti ad egual 


distanza fra loro. 


il. SOLUZIONI INTERE E POSITIVE. Tenendo conto esplicita- 

| mente dei segni dei coefficienti numerici dell’equazione in- 
determinata a due incognite, i casi che sì possono presen- 
tare sono i seguenti: 





aX+by= k , 
ax — By = 
O ax+by=-—-k, 
a an-by=—k. 


La terza non può essere soddisfatta da valori positivi di 
x ed y; la quarta è del tipo della seconda; quindi occorre 
esaminare soltanto i primi due casi. 

Nel secondo caso le soluzioni positive (lo zero compreso), 
nell’ipotesi che « e B sia una soluzione intera dell’equa- 


zione, sono date da 
o=a +b=0 , y=B+a=0; 
quindi deve essere + 
| FA RI: 
a 


ti 
e perciò tutti i valori interi di /, non minori della mag- 


8 


fio: (ai (RIME GRETA o i RIFINITI 
giore delle due frazioni, — Foro danno le soluzioni ri- 


chieste. 
‘In questo caso le soluzioni intere positive sono infinite. 
Nel primo caso le formole delle soluzioni positive (lo zero 


compreso) sono date da 
c=a+bt>0 , y=B—at=0; 
quindi deve essere 









1 0 Ala 
d 0 











e di SOlAZIoNE MIT. richieste sono date dai valori inter 


di { dell’intervallo (-È —, + 2 compresi gli estremi. In È 


9 


questo caso le soluzioni intere e positive sono in numero. 
finito e possono anche mancare. 


12. Si può anche determinare a priorî quante sono ti Ù 


soluzioni intere e positive dell’equazione 


ag+by=k 
. Infatti, dall’ identità 


aa +0B=k 

; a B k 
CN Dia ad) 

LEI B k o 

e quindi Caio) 


Perciò i valori di # che rendono positive le SOUL del- 
l'equazione sono quelli che soddisfano alle condizioni 


(e 
—Test=s-t+4É, 
+3 


L’ampiezza dell’intervallo in cui / deve essere compreso 1 


è È Sia g è la parte intera del quoziente di & per ab, se 


l'estremo inferiore dell’intervallo è intero, esso è il primo va-: 


lore intero dell'intervallo, altri 9 numeri interi sono dati 


dalle unità contenute in di e perciò gli interi sono in tutto. i 


Q+1. Se l’estremo inferiore non è intero i primi numeri in- 


teri dell’intervallo sono quelli che risultano dalle unità della | 


parte intera del numero = e quindi gli interi dell’interval- 


lo sono soltantò q, fatta eccezione del caso che ora diremo. 
Se il resto della divisione di a per y è r, ed il resto della 


gua 
divisione di & per ab e 7' qualora sia > ab = 1, vi sarà 


ancora un’altra unità intera Iran goti: in dn 
sto caso gli interi sono pure g +1. Quindi: 
Il numero delle soluzioni intere, positive o nulle del-' 


l'equazione ax +by=k, 

















ove a, "ni k siano aate e st é COLATO A parte in- 
| tera del quoziente di k per ab, 0 a questa parte aumen- 
lata di uno. | 
Si può anche Anisotiro che: 
L'equazione ax + by=k (per a, b,k interi e positivi) 
ha q sotuzioni intere positive 0 nulle quando l’equazione 
_ax+by=r' non ha soluzioni positive, e ne ha q+1 quando 
“sta r'=0, oppure quando ax + by =r' abbia una soluzione 
positiva. 
Infatti, l'equazione a@+by=r', per il teorema prece- 
dente, o ha una sola soluzione positiva o nessuna, perché 


li 


DT è frazione propria. Supponiamo che essa abbia la solu- 
zione positiva e sia a,,B,, sarà i 
i | aa + bpr=r | 0) 
e SRG la data equazione Dr) 
ax + by=qab + r' 
‘e sottraendo da questa la precedente si ha 
ae —-a)+byT-B,)=q0d, 


‘della quale, considerando come incognite a — a, ed y—B,, 
«una soluzione è data da gd e 0; e quindi tutte le soluzioni 
della data equazione sono date da 


cea, +q0b —b=a,}ba—-!) 


; Ure b, + at . 
È Dall’ essere r'<ab, i valori a, e B, per la (1), debbono sod- 
È disfare le condizioni DID pid, 


È e perciò le incognite 2.,y risulteranno entrambe positive 
‘o nulléè soltanto per 
gd | t=0,1,2,...,(0—1),4. 
«e quindi la data equazione ha 9g +.1 soluzioni positive 0 
‘0 nulle. 
«Se l'equazione ag +by=7" non ha soluzioni positive, 
ni supposto che sia x,,Y, una sua soluzione, e che quindi 
tutte le sue soluzioni siano. 
È ec=@,— di 

ei + at 













possiamo trovare fra e ni una, I Us che sod- Ù 
disfi alle condizioni ‘ 
— b<.e,<0 I; 0<y, 


ed in tal caso le soluzioni positive o nulle. per la data 3ad e i 
zione sono date soltanto da I 


COEN 


e quindi essa ammette solo q soluzioni positive o nulle. 
Se infine fosse 7'=0, la data equazione riducesi ad 


»” 





ax + by=qadb 
ed ammetterebbe per soluzioni 
eX=Q0— DI, 
, y=0+ at 
e quindi le soluzioni positive o nulle sono date da 
| ; RARA VARA I PI ge De gr, 
e sono perciò anche ‘9g + 1. 5 
ESEMPIO. Sia da risolvere l’equazione 
3 + 23y = 440 ; 
risolveremo per essa, l'equazione. 
3a +23y=26, 


della quale una soluzione è x=-1,y= 1, e quindi le soluzioni 
positive della data OGIBIEIERO sono 


ec=1+ 23(6 eelM891 116937 (03./47248 1 
14 8f steli 4g 00 1018108 A, 
Se è data invece a risolvere l'equazione 
h Sy+ 239y = 484 , 
PEGUASIGHE, che per essa occorre risolvere, 
Sx + 23y = 20 i 


non fcha: soluzioni positive, Prendendo fra le sue soluzioni la solu- 
zione — 1, 1 si hanno per la data equazione le soluzioni bifrranl 


= —1+28(6 — = 187, 114, 91°, 68,45, 22 
YI Sd 4000101600 








A 5 UR Ri; MR e 127 —. RENT CAP. VSS Pa 
È: _ $2—m equazioni fra m +4 incognite. 


13. RISOLUZIONE DI UN SISTEMA DI DUE EQUAZIONI DI l° GRADO 
A TRE INCOGNITE. Siano date tra le incognite 2,y,z due e 
quazioni di 1° grado. 


RA _aX+by+c3=4d , A0k40y+c8=4d,; (1 


‘eliminando tra esse una delle incognite, p. es. 0, si avrà 
una sola equazione di 1° grado fra le incognite y,2, e sia 


ky+t3=M,. 
Allora al sistema dato si può sostituire il sistema © | 
ag+by+ce=0d, , hy+hi=m,. (2). 


Dalia seconda equazione delle (2) si ricavino y e vin 
funzione di una variabile ausiliaria {; e quindi si sosti- 
tuiscano nella prima; si avrà una 300 equazione tra x e 

i esia i 
cd DA Ar 


Da questa si trarranno @ e È in funzione di un’altra va- . 
‘riabile ausiliaria %. e sostituendo nei valori precedente- 
mente trovati di y,z a # il suo valore in funzione di «, si 


Ù: otterranno x,y,z in funzione della sola variabile v. 
“Quando le equazioni debbano essere risolute in numeri in- 


teri di segno qualunque, potranno attribuirsi alla variabile 
“x tutti i valori interi. 
Do Ma quando le soluzioni si restringono a quelle che’ sono 
°° insiemeintere e positive, esisteranno dei limiti per w che sì 
«——°— determineranno nel modo che mostreremo in seguito. 





i 7 
14. Esempio. Sia proposto. di risolvere, in numeri interi, posi- 


i 
$, 
i 
7 , tivi o.nulli, il sistema delle due equazioni 
d Qe 4 14y— la=341, 


10c 4 4y + 92= 493 . 


uY 


Moltiplicando la 1° equazione por 5, e sottraendo dal prodotto 





7 - Bi “= ; at » LA 





la 28, % sarà eliminata, e si avrà 
66y — Ade = 1282 , 


ovvero, dividendo i due membri per 22, 





By — 2a = 56. 


t:| 

Osservando che 2 è divisore di 56, si trova che le soluzioni sono > è 
y=2t | 2=81—-28, Di 

Sostituendo questi valori nella prima delle equazioni date sio w 
ottiene sil 2x4 = 145 ; i s 
dalla do dont — ax=+t, si hat= 29 e n d 
cite AUD lA A IO TA. 1 

e sostituendo il valore di t in quelli di y e 2, abbiano le incognite 1 
x,Y,% espresse in «, cioé: È 
Î ME 

a=— 294 lu, y=58—4u , 2=59— 6u.. ; 
Queste formole fan conoscere tutti i valori interi che convengono I 
alle proposte equazioni. DI 
Ma poiché vuolsi inoltre che tali valori siano positivi o nulli, P; 

é necessario che si scelga « in modo che si abbia È 
— 294 7u>0 | 58- du =0 ; bI— 6u>0 È 

e quindi ‘ È 
1 1 :5 de: 

u>4|: o, uZIl4+—- , u29I9+—-. e, 

‘ 2 i 6 Ve 

Cosicché i soli valori di u che possono dare valori interi e positivi pd 

1 10 DONO 

delle incognite sono i numeri interi compresi fra 4 + TR: IÒTt TR 
cioè i numeri 5,6,7,8,9, a cui corrispondono per le incognite $ 


i valori: i Agi dar 
gg 00, 1320 127 ed Vin ICLA 


î y=88, 34,30, 26, 22, 
2. = 29,28, 17, 11,/b 

5. L’esempio precedente mostra quale è il metodo da te- 

‘nersi per risolvere in numeri interi, o interi e positivi, un 


qualunque altro sistema di 72 equazioni ad #2 +1 incognite, 
cioè contenente una incognita in più delle equazioni. | 0° 


‘ 









ill j TROIS, 
do) 


ue ta 
Lu ii gote, DE da e 
i : . [RR 
o Pra SIAT i Tp Ò ì La 
Ta: 


Pec 





sa RI POLIA 
| Sian date p. es. tre equazioni di primo grado tra le inco- 
gnite %,y,2,%; eliminando & si troveranno due equazioni 
tra Y,3,% di primo grado; ed eliminando tra queste la y 
si avrà una sola equazione di primo grado tra z ed vu. Con 
ciò al sistema dato si può sostituire un altro sistema for- 
«mato di un’equazione fra C,Y,2,U, di un’equazione fra y, 
,%, e di una terza fra z ed u. 
Da quest’ultima equazione si ricavano 2 ed « espresse in 
funzione di una variabile ausiliaria 4. I loro valori sostituiti 
nell’equazione tra y,z,w, ne darà una tra y e #, da cui 
si trarranno i valori di y e tt in funzione di un’altra varia- 
bile #, e col valore di # si potranno anche esprimere < ed 
“ in funzione di {'. , 

. Questi valori di y,z;%, sostituiti nell’ equazione fra 
0 ,Y,2,u, danno una equazione fra « e #’, la quale farà tro- 
vare x e l’(e quindi anche y,z,v) in funzione di una nuova 
variabile #'. ; | 

i Tutti i valori interi di #” daranno tutte le soluzioni in nu- 
meri interi del dato sistema di equazioni in 2,y,2,%: per 
avere poi le soluzioni intere e positive del sistema di equa- 
zioni date, bisognerà trovare i limiti dei valori che possono 
a tal uopo assegnarsi alla variabile 2”. 

E da notarsi che se dal sistema di equazioni date me- 
diante eliminazioni, o mediante combinazioni lineari delle 
stesse equazioni, si giunge ad una equazione che non am- 
mette soluzioni intere, il sistema proposto non ammette so- ‘ 
luzioni intere. 

Tale è p. es. il sistema 





Y 


DA + 3Y — 192= 23 
de -—6y + VERI A 


sO 


)oiché sommando le due equazioni si ha 








dx —3y—122=47, 


the non si può risolvere in numeri interi per il divisore 3 
somune ai coefficienti delle incognite (cfr. in seguito n. [6). 
Se una delle equazioni del sistema è incompatibile con le 
i AMODRO — Complementi di anal. alg. elementare, 3% ediz. 9 









PI ESSO 180.20 

altre, il sistema non ammette soluzioni. Per es. st SERIA 
14% + 15y + 292 — 124= 17 
4x0 + 12y — 113 — 24f = 37 
2x + 3y+ 23— 40t=7 





non ammette soluzioni, perché sommando le prime due equa- 
zioni e dividendo l’equazione risultante per 9 si ha 


da + 3y +23 —d=6, 


che è incompatibile con la terza. o 

Se una delle equazioni del dato sistema è conseguenza "i 
di alcune o di tutte le altre, deve omettersi, perchè non . 
stabilisce una nuova relazione fra le incognite. Per es. Ue i 
sistema 








14x + 15y + 293 — 12 = 17 i 
4% + 12y — 112 — 248 = 37 
2x+ 3yt 23— 4t=6 
la terza equazione, per quantorsi è detto precedentemente, 


è conseguenza delle due prime, e occorre di non tenerne 
conto, perciò il sistema è ridotto a due sole equazioni. 












SERIE PESTE SIE AEREI TOI CI I 


$ 3—Una sola equazione 
con più di due equazioni. 


I6. RISOLUZIONE IN NUMERI INTERI DI UN'EQUAZIONE DI 1° | 
GRADO CON TRE INCOGNITE. Si consideri dapprima l’equa- | 
zione a 3 incognite e 

ax+byt+c2=8A, 
con a,b,c,k interi, e senza alcun fattore comune. î 

Affinché l'equazione abbia soluzioni intere è necessario | 
e sufficiente che a,b,c siano primi fra loro. j 

La condizione suddetta è necessaria, perché se a, db, c° 
avessero un divisore comune 4, dividendo tutta l’equazione 
per d, e indicando con a’,0',c i quozienti ottenuti da a,b,c 


si avrebbe ao + by +ea=i, 


e ciò è assurdo per valori interi di @,y,%. 





vai È ‘ bY è " i Mu JU, vii : usa pali 5 nile PA h We "ia ; ù 
MR A SIR 0 SAN Ca . IV -83. 
fi Per mostrare che oc condizione è anche sufficiente sia DI 


fil M.C.D. fra a e 6; dividendo per esso l’equazione, e indi- 
4 cando con a”, b" i nuovi quozienti di a e d, si ha 
È \ , 


p " ” k—- C3 dle 


«Posto il secondo membro eguale a 7, si ha I 
C+ DI=k, 1 Do 


« e siccome Dec sono, per conseguenza dell’ipotesi, primi fra. 
- loro, devono esistere infinite soluzioni di questa equazione. 
Ognuna di esse rende intero il secondo membro della (1) e 
quindi per ognuna di esse, esistono infinite coppie di valori 
di @ si y che risolvono l'equazione data. 


A I7. La dimostrazione stessa ci conduce ad un metodo per 
Bi trovare tutte le infinite soluzioni dell’equazione 


aXCk4by+cs=k. 
La (1) e la seguente si possono scrivere 
po, a'XHd"y= 
- | Di+ cc=Rk. 
. Indichiamo con %,,v, una soluzione dell’ equazione 


a"c4+0"y=1; sarà 2,t,y,t una soluzione dell’equazione 
« a"x+b'y=t; quindi tutte le soluzioni di detta equazione 





13 trio IPO da o 








sono ec=h + 0" 
| ' Us Vol — QU. 
Se s’indica con f,,2, una soluzione di D£f+ ce = Ki; tutte 
le sue soluzioni sono date da 
t=t, +00; 
at DO, 
ne "quindi le soluzioni della data equazione ‘s0n0 
e=Xh + CIO + D'u', 


y= Volo + CU — a" 
z= as, Dv. 





HIT) LUNI HR 
VBA TRLI Ne MP IDA AAP CON 
c MINATO Ci I 





Ge vega 


Queste soluzioni dipendono dalle ‘combinazioni a due a 


due degli infiniti valori interi che si possono dare alle due 
variabili « e v, e perciò si dice che sono in numero doppia- 
mente infinito, 0 costituiscono una doppia infinità. 

Nel caso che due dei coefficienti siano primi fra loro, 
per es. a e d, l'equazione ax + by=k— cz, permette di 
esprimere x ed y direttamente in funzione della variabile 2 
e di un’altra variabile %, e con ciò la risoluzione è ab- 
breviata. 

18. Un altro metodo, anche semplice, per risolvere l’equa- 
zione data è il seguente. 

Si risolva l’equazione data rispetto all’incognita che ha 
il coefficiente più piccolo, e sia questa la x; si ha 


sE, h— by — cz 
pre a 


Si estraggano le parti intere dalle frazioni LD, e 





si abbia rà 
} re-ryT_r'z 
o=qQq-GYV-dET RICA i 
Si ponga 
r_r'y—r"3 
LIE ME ANCESI Aoi 
a 
e si avrà 


at+ry+r'z=r : 


Su questa sì operi come sulla prima, scegliendo quella 


incognita che ha il coefficiente minore; così continuando 
si finirà coll’ottenere una delle incognite col coefficiente 
uno. Questa è in tal caso esprimibile in forma intera me- 
diante due variabili, e da essa risalendo alle precedenti si 


ritroveranno @,y,z esprimibili in forma intera in funzione. 


di due variabili intere. 


19. EseMPIO 1.° Useremo entrambi i metodi sopra esposti per ri- 
solvere l'equazione 
8x +-12y +94 = 180 . 
1. metodo. Dall’equazione 


- 8z + 12y-+ 92 = 180 





seit 2% DI A 








e 
4 
Mii 





si deduce 


44 +92 =180 . 


Risolvendo 2x + 3y = 1 si ha che una soluzione è —1 ed i 
quindi tutte le soluzioni di 2x 4 3y =? sono 


ao=_—t+3u, 
y= t_-2. 
Risolvendo l’equazione 44 4- 94 == 180 si trova che una solu- 
zione è 10,10, quindi tutte le sue soluzioni sono 
t=10+9v, 
2=10—-4v; 
e perciò le soluzioni della data equazione sono date da 
c=—-10— 9v + Bu , 
y=l0 490 2, 
z= l10—-4v. 


Nella data equazione i coefficienti 8 e 9 sono primi fra loro, 


perciò si poteva risolvere più utilmente l'equazione ponendo 


8x + 92 = 130 — 12y . 
Difatti, una soluzione di 8£ + 9z=1 è — 1,1, tutte le solu- 


zioni della data equazione sono quindi immediatamente ottenute 


dalle formule 


a= — 130 + 12y + 9 , 
y= 1390—-12y—8u, 
a= Và 


2.° metodo, Dall'equazione 


8x | 12y + 9:2= 130 


si deduce 
130 — 12y—9 PERO, 27 
a A rg e 


8 8 
avendo posto : 
2_-4y—% 
; 8 


=; 





o quindi suocessivamedte Sì havi Ugg Lo 
Bi ON) O O E 
a=2—-8t—-4y, / 
ialt16 Ly Lan: ay Ea 


Dunque le soluzioni sono date da 


o=14+3y +9, 
y= yY. 


‘Per avere le soluzioni soltanto positive useremo le ultime for- 
mole che si presentano più semplici. Deve ‘essere 


144+3y+ 9>0, 
33-49-8650, 
y>O0 . 
Eliminando fra 1% e 2% diseguaglianza la y si ha 
62 + 12t%>0, donde 5-7 ,, ovvero iS pe 
Eliminaudo fra 2* e 83% diseguaglianza la y si ha 
2— 8t>0, donde i<i , ovvero t=0. 
Dunque # può avere i valori 


0,1, -2,—-3,—4, 


Per t=0 deve essere 14+-3y50, MR, e ciò è 


assurdo. 
Per 
t=—1 t=-2 (|t=—-B|t=—-4 t=—T—Bb 
si ha 
y=1l, 2]y= 2,3,4|y=5,6| y=8 |nessuna soluziene; 
o=8,llfa==!2)6,81x=2,00:s=2 i 
Qui.gre 


5 
Pini AVOEM I Di ARE RCIOIE 


6,2) 2z=2 a 


in tutto 8 soluzioni. 


Non diversamente si sarebbero attenute le soluzioni numeriche | 


dalle altre formole trovate col metodo precedente. Però non è an-. 


cora completamente noto come si possa passare dalle formole di una: 
soluzione a quelle di un’altra soluzione. 

















Ale + 17y— 222= 818. 


Bi * Si ha 





41042: DISTA 
sà n =19—2x-+2+ step —19-2x +24, 
| a de LICIA) | 
avendo posto OCT reg 


da cui si ha successivamente 
5z — Ta — 17t=5, 
be +17 2a SE 


ig=-—————_«=1x nn 


E =14x4-8t4-2#, 





per aver posto =", e quindi risulta 





e=—_t+5%, 
zx 14+x+3t+20=14+2+7#, 
y= 19 +26 10 L1426L7 Lt= =20+ bt — 3”. 
Cosicché le soluzioni soltanto positive son date dalle formole 
ig ia LB 
= 204 bt— 81 > 0 
z= 14204750. 
 Eliminando # tra 1° e 8% si ha 
1+1% 50, dodo >, ovvero =0. 
Eliminando # DE 1° e 2° si ha 


f: 10 | 
fe 20+22# >0, donde i , ovvero #=0. 


Posto #=0 si hanno condizioni assurde. 
Posto # =1 si ha Ce 550 , 17+-56>0, 842650, 
donde. —3=t<5 e quindi # può prendere i valori 


i Ae oi co ali 
Posto #= 2 si hanno per t i valori 


—2, —1,0,1,2,8,4,5,6,7,8,9 





ALE EIA 











Ecc. ece., con soluzioni sempre più numerose al crescere di #, 








9 MOV 

I i noe DI fi ha o AME REIT peperina Nesi LA NA) Sal i 
EsemPIo 3°. Si cerchino le soluzioni intere, positive o nulle dell’ e- 
quazione i PRE NET E NS MEANA 
bx + 74 4 848= 50. 


Risolvendo rispetto ad x, si ha 


L 





T'OED, Ly Se i 2y Re | 
di III I EL) EE 
5 } 5 i j 
avendo posto 
ai, 


da ui 
y= 24. di, 
=10-z—_bt— 22 —26=10—32—4t. 
Cosicché tutte le soluzioni sono date da 
210 = IM 
y= z|+-5t , 


è areziot Zz 


Per le soluzioni positive o nulle deve aversi | 
10-382z— #=0 , z456=0 , 3=0. 


Da ftt er &*si0ha Da 12 e 3 si ha Dalla 2 si ha 


50 — 8z> 0 10—- T=>0 2° 
: (=-7 ° 
25 10 AI, 
ZZZ — . BZ, 
4°, Fota 
Dunque deve essere 2=0,1,2,8,4,5,6, e per questi valori di z 
può soltanto essere t= —1,0, +1. Su 
Per { 
si ha 
AR RE E o) PR g=="D 
pt | , 2 4 3} 0 Uso , DD y=0 fi 
gx==7 , 4.110 RESTI a=2. 


” ; Lei 
Dunque l'equazione ammette 7 soluzioni, che si riducono a 3 
se si tralasciano i valori nulli. i 





—_ —_°‘’Esampio 4°. Si cerchino dra 982 — 10y - _ 199 — hse 
le soluzioni intere positive 0 nulle non minori di 10. 
Risolvendo apezto a y si ha. 





f 
98r—-199z—16 —_2 4 i 
i Eli 102 -20:— Aia =10x-202-2-+t, 
avendo posto 
< — 2x +24 4 ; 


da cui 


s= 2a | IOfc4i 
— 102 — 2001—40x 4-80 —2 Peo 199 +78, 


TAI RA ra 
Quindi occorre che sia 
- O5>axr=>0, 
10> 78—-30x—199=0, 
10>_-4+ 2x+ 10620. 
Eliminando « fra 2% e 3° e fra la 1% e la 2° si ha che deve essere 
—T1<i=<0; 


dunque occorre esaminare solo i valori di t=0,t=— 1 


Per t=0, la seconda disequazione non è soddisfatta da alcun 
valore di x. 


Per t=—1, la seconda disequazione diventa 
10>277—3800=0, 
e quindi x può essere soltanto 9, e in tal caso 
vizi ta A 


Dunque l’unica soluzione è data dai numeri 9,7, 4. 
EsemPIO 5°. St cerchino le soluzioni intere, positive o nulle dell’ e- 


quazione 
a 15x + 6y + 202= 171 . 
"A Risolvendo rispetto ad y si ha 
i —150— 3—8x—2 
fog SIAE O ART at ong 


. w © 
Ù 
n : 
y > 
w î ì hd 
SES N 
+ a o 
AA o 0 » RU , . 








\ SERIO i 


Indi si ha successivamente . i È, 


n 





stilo io? li age, 
per aver posto © l-a=2; i 
‘da Suit 1-2, i 
e quindi 2 —=8# — 8£, I fi 


y= 28 — 24 di — 9 +9 +t=26+ 106— b#. 
Dunque si hanno le soluzioni delle formole 
a= 1T—-2t=>0, 


y=26—5#+10>0, 


g= ITA st=0. 
Eliminando # fra 1% e 8 si ha sa 
SAUL 
1_-2t=0 ’ (27 ’ 
ved eliminando # fra 2* e 82 si ha 
26, 


264-610, tm È 


Perciò t può assumere i soli valori 


bari ee ORE 





Eliminando # fra 2® e 82 si ha 


26 


26 + 54 > 0 dina . 


d 


1 ; 
ma dalla 1% si ha 23) perciò # può al pari di # assumere 


i valori , 
—b,-4,-8,—-2,—1,0. Ù 
Ponendo t= — 5 nelle cendizioni soprascritte si trova che #' 








deve essere < — , £ — A ,=>— 5, e quindi può assumere solo. 
| il valore — 5. 
14 
Ponendo t = — 4, risulta che ? deve essere « — pati 
e quindi può assumere i soli valori — 4, — 3. 
Ponendo t= — 3, risulta 
0 È 4 À Ì 
TT ,, >—-3, quindi t=—8, 2,1. 
Ponendo t= — 2, risulta ; 
Re PART, 
1 Gprs BL NR 
test 3 “3 sr @—-2, quindi t=—2;—1,0.. 
Ponendo t= — 1, risulta 
tiri 16 Ì | 
i en, quindi = —1,0.. 
2 5 ? 
‘Ponendo o—0 risulta or 
(SER 26 | 
Rei quindi «t—=0, 
DARA 5 
.. Riassumendo si ha il seguente quadro: 
t n ati z 
— 5| — 5| 11 DULCO 
— 4| —-4| 9| 610 
o TANI ragni DSH LEADIS. 
— 3| — 8| 7 | 11] 0 
» |—2} Db Gila 
» |—1| 3 Libero 
— 2[—2| 5 | 16 | 0 
x Ù » — li 83 LE 3 
dA Os Gio 
} —l|—-1j 8 |21| 0 
; » ON: 100100 
17|260K40 








Li n RIOOrE può essere rappresentata dal 





; Ana AS : + 
A Supposto che sia dia M:C.Dotra a, © a, , e che sia î 
% 
RITI doh 1A can a, , 
An Siani di PELA ) Un te RA ? 3 


si avrà da essa 





$ 

Lane tà RE po Ae da aa pi 

? nn n-0n-1TT d ’ SSA, 
n_2 \ ; E 


e posto il secondo membro eguale ad %,- 3, Sì avranno le due | 














equazioni i (HSE x ; 
A ln tr dn -10n_ = Y n-3 ) : i 
da “PUeSs a Ansa a aaa a sano Un_3% ng o : 

Sia d,_3 il M.C.D. fra d,_, ed A,g, © Sia 1 i 
du > d'n-sdn-s RS pr Un-rln-g e pi 


. % . . x a Ve Pc 
con modo analogo al precedente sì arriverà alle due equazioni 


I , 
d n_-2 Yn-a na a n-2%n-s rari Yn-3 


dl Ya yt dns dg pr la Un_4®noy . 


Proseguendo .analogamente con notazioni analoghe si perviene i 
all’ equazione | piatt I 
dy, + ae,=a, . 1 vb 

I valori delle incognite della data equazione si otterranno ri- j 
solvendo le equazioni ) 


e 


I / ii 
nOn sE a n-1%n-1 20h Yn=9s 


a 
/ I 
d n-2Un-2 49 A n-2%n-s i Yn-3 


. . . . . . . . . 


e” 


FECITERZO TE OO TAO LL 
re Eta e ai 


d'34, + d',%, SSA 
dy, +a,%, 


I 








0 
ove ‘ | 
ii. 1 
(0) = 
n d } DO: 
n_-2 
I ME e | 
e ra Ù 








i ; po, (i bi È y O i u4 lE 
: POME B. sat una Sftgbione dell'ultima equazione ed &,,0%,,...;0,_4; 
Se... i valori di Lr Ly reo) Cn Ya Yar + 1Ynar En 
che soddisfano all’equazioni ottenute dalle altre mutando i se- 
condi membri in unità; le soluzioni delle dette equazioni (inco- 


tp! 





minciando dall’ ultima) saranno date da | 


di yi, = Bi — 4h re Ae + dt, i u 
È Ya =YB — a, Ca =1Y2% +.dah To É 
Ys = YBs dla parer da o sa Ue + dh i 


4 Lera na de e Pest) / 
Yn-a TRO] LIRA O i sla ; SEA fai Yn-3%n-a Ha d aaa 
7 , 
PORTA CRE dini Cna Yn-2In1 sii i) IE 


. dalle quali con successive sostituzioni dei valori delle y si ha 


È E: A tit, 
a =B,&- aj ab +d at, \ 
=p,B,a,_a,B,ast,2a',4,t,+d'3t, 


4 cita OaPaPa 2%n177 a8,By Pa An 3040 Bobina 


/ 
1 n-3%n-1 bncatantn, 


8 LB, Ba U'BBa Paste 


Ì 
—d VERA F | 



















pi mi d'nsPnrst Nn_-2 


- E questi sono i valori che danno le soluzioni dell’ equazione 
. data. Da | 
|. Si può notare che ®, dipende dal solo parametro t,; x, dipende 


da due parametri t, È 


37 8cc. e soltanto ®,_, ed x, dipendono da 


«n—1l parametri. 
| Siccome le # si potrebbero mettere tutte agudli a zero, risulta 
che i primi termini costituiscono una particolare soluzione del- 
l’ equazione. 

7 Chiamiamo questi termini rispettivamente Y,,Ya;-<-;Yn; @88i 
annullano l'equazione data e SIRIO annullano l’ equazione 


a,(©, Ir: Ya we dui (@, 1 CNC mi SEE +a, —Y)= =0 








Ap IVI8/t0 
e posto 
Ca Nan a 9009 La Na 44 
si “ha l’ equazione 
n + Inatna+ + 2,8 Lo 
che è la stessa nta data, priva del suo termine noto. Dun- 
que la data equazione priva del termine noto ha per soluzioni 
quelle dedotte dalle formole #,,%,;-..;%, che si ricavano dalle. — 
Li) La 3.003 Cn 
Volendo dalle formole (1) lo soluzioni intere e positive occorre 
risolvere le disaquazioni È; 


a, + a,t,>0 i 
Bj, — 4,038, Sh d'st, >O 
















3 7 si: Tyra 108 : Stra 
e si potrebbe dalla prima ricavare t,>— +, e con i valori di. 
a i 


a,a,t—B,a, 

) d', / 
e soltanto dalle due ultime si avrebbero due condizioni per .t,,_4 
che potrebbero limitare il numero delle soluzioni. Quindi è più. 
mediante le due ulti- 


questa dalla seconda si avrebbero i valori di t,> — , ecc. 


utile cominciare dalla eliminazione di #,_{? 


me, e poi eliminare 4,_, tra la disequazione che risulta e la terz’ul- 
tima e così via, come abbiamo visto nei diversi esempi. 


- 


21. Il metodo qui innanzi indicato è suscettibile di dare for- 
mole semplicissime in alcuni casì particolari che è bene tener 
presenti nella pratica. 

Supponiamo dapprima che due coetficienti dell’ equazione data 
siano primi tra loro, e siano quelli di x,,%,_,; si potrà in tal È 
caso porre È 


X 


On d Agna" do — WC — Ugly — Aglg — *** — Ans 


n—-2 3 


e se a, B costituiscono una soluzione dell’ equazione 


n tr 10 LO gg A e i 4 


tutte le soluzioni della precedente saranno date da 


si +30 
Cn GA A, dt —*** An 3% a) — Gail» d 
Xa1 == B(a,— a,X, Carsnni AgXa — pad n) 1 SPA CARLI + a,t, 


. 


bj 





ri ei i e 





| Pat 143 de Cap. IV.— $ 3. 
e quindi le soluzioni della data equazione sono date daitvalori. 
interi arbitrarii dati ad «,,%,,%3}..-,% 





na ® dai valori interi 
di x, ed x,_, che risultano dalle formole precedenti. 

Questo caso lo abbiamo già presentato col 1° esempio del n, 19 
mediante l'equazione 


8x + 124 +92 =.130 . 
Se si dovesse risolvere l'equazione 
dry + 23%, — 8e, — 150, + 7a, = 124, 
essendo 9 e 23 primi fra loro (come anche due qualunque altri 


dei coefficienti), supponendo arbitrarii x, ,x,,%, basterà risolvere 
l'equazione 


dx, + 230,= 124 — Te, + 152, +82, , 


e siccome una soluzione di 


9, + 23x,= 1 

è data da x,=2,x,= — 6, si hanno tutte le soluzioni volute 
dalle formole 

a=2, 

x,=%, 

Lg = Lg 

o, =  248— 14x, + 307,4 16%, — 9 

e, = — 620 + 35x, — 76x, — 40x, + 28t.. 


NE risultato si avrebbe se n— 1 coefficienti avessero per 
M.C.D. un numero primo coll’n’° coefficiente. 
Ciò avviene nell’ esempio 


6x, + 15x, + 21x,+ 36x,4 ba,=1. 
Posto 
2x0, 4- 5e, + Te, 4 12x,=y, si ha 3y+ 5a,=1. 
Le soluzioni della seconda equazione sono date da 
o,=—14+8,,; 
i y= + 2—Dt,; 
sostituendo questo valore di y nella prima si ha l'equazione 


2x, + 5x, + lag, 4 12x,+54,=2, 





; n 


dalla quale, essendo 2 6 5 primi fra loro, si ‘dednces' tà de 





È 
dep bay 2 1, 
e poiché una soluzione di 2a, + bx,=1 è data da — 2,1, le 
formole che risolvono l'equazione data sono : ci 
Ci SOSIA 2(2 — bt, — 12x,— lx.) + bi, ‘ne 3 
ci== 0) 0 Bi 2a, ola, AI i) 
«I fre et) 
Lg == La 
a=—l+ St, . ) ì 












22. Nel caso che l’ equazione data non abbia alcuna coppia 
di coefficienti. primi fra loro, e che il massimo comune divisore d 
fra a, ed a,_,; Sia primo con ciascuno degli altri coefficienti ; 

, dl * 
supposto a,=a,d,a,_,=" a 14, poniamo 
7 7 LIM 
A nn 1 Lg A rd ARNN Ce (2) 


. # 
e risulta 


+ 


dy ta, ,t, == — ag, — ag, —***—a 


Cn_g = (8). 
Essendo d ed a,_, primi fra loro, se &,} danno una soluzione 
dell’ equazione 


n—-3 


dy a An _g%n_s =l1 2 
saranno 


) y =ala,—4,, d,,_3C3) — 4 





na 


Cng e B(a— aj: — a, _s%n_3) + dt, 
tutte le soluzioni della equazione (3). 
Sostituendo i valori di y nella (2) si ha a 


I ! È ; co SARA fi 
ALn t Ann T In-gla + 20 3g +" + agg, = aa, , 
i . . ® ,r } . . vi è O . . 19 
la quale ha i coefficienti A,,3%,-x primi fra loro e quindi si ri- 


cade per essa nel caso considerato prima, e cioè le è, ,&,_gy+=-3%; 


sono arbitrarie, x,_, è funzione di tutte queste.n— 2 variabili, 
ed €,,%,_, Sono funzioni di esse e di un’altra variabile bi. 
EseMPIO. Un esempio si può avere nell’ equazione 


» 6xy + 16x, + 10%, + 207, + 30e2,=3:. 
Fra 6 e 15 il M.C.D. è 8; quindi ponendo 
2x,+- 5x,=y., si ha 3y + 100, = 3 — 80, — 202, . 








Essendo 3,10 primi fra loro, e — 3,1 una soluzione dell’equa- 


zione 3Y + 10x3 = i, si ha che le soluzioni della seconda sono 


date da y= — 3(8 — 90x, — 200,) — 108, , 
x, = B— 800, — 200, +88, - 
Invece essendo —2, 1 una soluzione dell’equaziono 2x,+-5x,=1, 


Je soluzioni della prima sono date da 
o, = + 6(3 — 30%, — 20x,) + 20t, + Dt, ; 
e, = — 8(3.— 90€, — 200,) — 10t, — 28, . 
Dunque la data equaziene è risoluta dalle formole 
18 — 1800, — 120%, + 20£, + 58, p 


— 94 900,4 600, — 10%, —2,, 
Rie 90zg AB 


UNA 


e 8058-8058 
ww 


Ca 3 
CL, » 


1 » 

23, Se invece l'equazione data non ha alcuna coppia di coet- 
ficienti primi fra loro, ed il divisore comune di due di essi di- 
vide anche altri coefficienti, qualora il massimo comune divisore 
d dei coefficienti @,,@,_,1-:-34nr (Pe! k<mn) sia primo con 1 


rimanenti coefficienti; supposto 
pisardi cai = Già a, =, d 
PMR Eb EA o ee PROSE RE 1 Pa! SREPORPOE ron MER, 


poniamo 


x 


d'nCn ar d'n1n-1 Ha PR Sp d'nxEn-h = (4) 
e l'equazione diviene i 
POCO 10 a pl REATI +... +a,x, + a,%,=% - 
Per ipotesi d è primo con 4a,_,_y; quindi si può scrivere 
10) A SR DO e DONE A,d, — dg, — + >> P Ink-aTn-k2 


e se €, danno una soluzione di dy Papato saranno 





4; An a(d pata La n, are Um-3%n-k-3) Sor: Ann104 
e dia PI Anp9Onckh-a) 1%, 
Ò le soluzioni di essa, e quindi sostituendo il valore di y nella (4) 
wo: *gi ha i 
j Ù AL 
i ati To- SIE OPIRNCI Pi VAC ILINICUR cAIOa micietiea uil'ao lmici C 
let | . . . . . 
9 e su questa si continua come nel casi precedenti. 
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CATO TO 
ho si 





A TICIRROPILI). SV. AE VORO PAGODA 
Cap, IV: — $ 





$ 4. —f m equazioni con m4+ h'incognite. rip 


24. SISTEMI DI #2 EQUAZIONI DI 1° GRADO CON + A INCO- 
GNITE. Per risolvere un sistema di 2 equazioni ad 24 4 in- 
cognite ®,, &,,..-,nsno Per via di eliminazioni si sostituisce 
a questo sistema un altro sistema di equazioni di cui una 
contenga m+4 incognite, un’altra #2+7-1, un’altra mt h-32;, 
e l’ultima #+1 incognite soltanto, D.; SL, UiipMy gd 
Quindi col metodo detto innfinzi si risolve l’equazione in> 
determinata ad #-+1 incognite. Queste saranno espresse in. 
funzioni di % variabili arbitrarie Liz ly pl SOLO 
dole nell’altra ad #-+2 incognite si avra un’equazione inde- 
terminata che avrà per incognite le / variabili / e la in- 

 cognita %,,,, Cioè pur essa con 1-+1 incognite e-quindi si 
risolverà in funzione di # variabili arbitrarie; 00) Ode. 
Mediante le 2, ... 7, anche le @,, .--3%, Si esprimeranno in © 
funzione delle 2, .../, *). Così seguitando a sostituire i va-"- 
lori trovati nelle altre equazioni, e supponendo che ogni 
volta l’equazione risultante ammetta soluzioni intere, si 
perviene ad ottenere tutte le incognite espresse in fun- 
zione di % parametri M,-..%,, gli ultimi-che sono stati 
introdotti. a 





. 25. EseMPIO 1.° Sia da risolvere il sistema î 
dx, sa Qx, + 4la, — To, + de A | | è 

ax, dx, + 6r,+5a,—2x,=—1T, 
Qax, — a, 30, + 2a, — * 


2 Io 


1 
Eseguendo 1? eliminazione opportuna si ottiene il sistema 
i i di — deg 4 bey oo, O 
be, — 16x, — 8x, + dae 
110x, — 272, + 12x,.==°\/WGdS n 







Per. l’ultima equazione si ha ; "E 
o, = 8344 110t, , xo = 441108, , P,=0/—_ 124, 247 
*) Se però il coefficiente dell’incognita @ ‘divide tutti gli altri eocffi-+ 
cienti dell’equazione risultante e il termine noto, la @ si esprimerà su- 


; 4 ; ; ì h+2 
bito in funzione degli stessi parametri ETNA Lo 





, CAP. EV $ 4. 


— Da questi valori sostituendoli nella penultima equazione si ha 
subito x, = 44 — 1026, + 2578, , 
| @ infine sostituendo nella precedente, si ha 
e, =" — 14t, + 59%, 


Volendo i minimi valori positivi si porri t=1,t,==lL esibha 


e,== (64.110t%,, 

x, ona È 

Cs 20 II Ft 
x, = 199 — 102t, + 255%, , 
E: 50 — 14t, + .598, *). 


EseMPIO 2.° 


2x-4+-3yYy+42+2u+60=61 , 
.Lt y+652+2u+3v=42 , 
3r+2y+ 2+3ut v=24 . 


d3v+e4+ y+52+2u=42 , 
8r+b5y—224+7u=530 , 
—y+62+2u==23 . 


y=3—10t,+6t8, , 

si 2t,t (6; 

u=14 DA ; 
Sostituendo nella 2* si ha 


8r—39,+28,=16 , 


Mito 601405 X-898,, 
i=—12— 28,+ 88, , 
s=— 141, 


ca? , yu 3 ,a=4, 


. Sostituendo i precedenti va- 
lori nella 1% si ha 


v+125/,—35/,=— 50 
e quindi 
=—80+50%,+35%, , 


=— 94 5k,4%,, 
= 144, 


E si conchiude che le solu- 
zioni del sistema son date dalle 


i 


formole 


a=—837-| 55%k,+39%, , 
y= 83—114k,—80%, ; 
2 NOGHaBb i 16k,), 
u=— 4 124,41 8, , 
UR 50%,+-35%, 


Una soluzione positiva del sistema è 


di DE an be), 


*) Cfr. D'Andrea, Trattato elementare di Aritmetica ed Algebra. Vol, II, 


Napoli 1840, p. 335 e 836. 


#*) Testi, Complementi d’Algebra,, ». 186. 
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26. APPLICAZIONI. Decomporre la frazione mi in frazioni parziali 
che abbiano per denominatori i rispettivi fattori primi che entrano’ 
Se a, 4g) 43,-..,4, Sono i fattori di B, bisognerà che sia. | 


Ala x x DAS 
AREA 

PORITZAA 1 2 3 n i 
e quindi ì 


A a (4,0, DICA a,,)X, L (aa, ee. a,)%, + x + (4,434, ante 309, dr , A 


la quale è sempre risolvibile in numeri interi, qualora a, RESTA 


siano primi fra loro. vd 
Y 


A 


27. Trovare un numero positivo minore di 105 che diviso per 3, 5, 7 
dia per resti 2,3, 4. MO 
Sia x il numero, e siano rispettivamente g,g', g” i tre quo- 


" i tre resti; sarà 





zienti ed in generale r, 7,7 
— 389 +r=59+r = 7974 r". 


Dall’ eguaglianza dg 
3d4r= 59 tr sd 


risulta Mi 
83q—-bg=r'—r, (10 


e poiché dell’equazione 3g — 5g =1 una soluzione è 2, n risulta 
che le soluzioni della (1) sono i i 
a=2"—r) +56, 
q= r—r +8t. 





. Col valore di g', sostituendolo in bg'+ 7’, si ha 
VA xo = 1566 + 6r — 6r= 79"+r", 
e quindi l'equazione i 
Tg — 1566= — br + 6r—r". (2) 
Una soluzione dell' equazione lq'— 15t=1 è —2 RR quindi 
le soluzioni dell’ equazione (2), sono 
q'= 10r — 12r' + 2r"+ 164, 
pop Lr 6r4+ r"4 lu. 
Col valore di g” si deduce che 
xa = 70, — 84r + 15r"+ 1050 . 


REGINE S RT 





Volendo i sbeMiotenti ci r,v,r' tutti fg si ponga 


urb, 
e si ha 
a= 70r + 21r' + 165r"+ 1050 . 


Per r,r',r" eguali rispettivamente a 2, 3, 4 si ha 
c=2:70+3-21+ 4-15 + 1050. 
E perciò il numero cercato minore di 105 si ha perv=—2, 


ed è x=2-70+3-:214+4:15 — 210—=53 #). 


28. Risolvere in numeri interi il sistema *#*) 
ce +a,=2(,+® 
eta =93(,t.%) 
cita, =4(,4 <3)- 


Indicando con s la somma x, +-x, + x, 4 x,; si ha 


tata, =8— (0,1%) 





2 
e perciò dalla prima equazione si ha ©, ee Bi 
| i 3 
Analogamente dalla seconda si ha x, + x,= TRS (a) 
i d 
e dalla terza si ha Rael ct 
133 
e sommando dei d48s= —— #87, 
60 
13 
= 8 
120 » 





#) In questa formola consiste la Regole di Ta-yen (un matemagico cinese 

. del 3° secolo dopo C.) che Leonardo Fibonacci da Pisa fece conoscere 

in Europa col suo Liber Abbaci nel 1202 (p. 304 dell’ Edizione di Boncom- 
pagni 1857-62). 

*#) Questo sistema è LEO da Giamblico da Calcide, filosofo neo- 
| platonico, vissuto nel 4° secolo dope C. come applicazione del metodo detto 
epantema dato da Timarida da Taranto discepolo di Pitagora. Il me- 
«todo è quello col quale si risolve il sistema (a). 


È. 
MA 








2 PENARE i 


X=-,8- 8=-—38, 

3 120 FREMTZO 

ha) (3 17 ; 
K=--8— —8=-—8, 

4 120,120 

"I 13 28 
a=T8— —8s=-—8 

5 120 120 


Per s=120t, si hanno le soluzioni intere e positive del sistema. 
Per #==1, si ha la soluzione più semplice STAR 


BNS IT 


29. Dati i prezzi A, 3%, -+.,; a, delle unità delle diverse sostanze — 
che si vogliano mescolare, E la quantità x,,X,;-.-}Xn di 


ciascuna sostanza, affinché il miscuglio di quantità p che risulta abbia : 
per prezzo unitario k. 


Il problema dà luogo alle seguenti equazioni: #9 


ax, + a,c, + +a,e,=k(e,+a, +42) 
ei +1, kb'+4a,=p- 1 


La prima si muta in 


(aka, t(a, ke, ++ (a,-M)o,=0 (0) 


ed eliminando «, fra questa e la seconda si ha 


(aaa a), + (a, perry ax, mes pala, A.) Ln =p(k — 4jj;; 


equazione indeterminata che si sa risolvere. 
Se invece non è assegnata la quantità p si dovrebbe risolvere È 
la sola equazione (0). 3A ARE 
Questo problema è, detto di miscuglio ; analogamente si risol- | 
vono i problemi di alligazzone. Veli 
P. es. Si voglia fare una lega al titolo di 0,900 con oro del ILE Ì 
di 0,906 e con altro del titolo di 0,877. È 
Si avrà 
906x, +-8T7x,= 900(2, + 2.) , 
quindi Mr 
6a, — 23x,=0 









WA 
at pos dla TATA Le Fei VS] 


x ; 4 sti 


dalla ‘quale si deduce che 


e quindi si conchiude che bisogna mescolare le due qualità di 
oro nel rapporto di 28 a 6, numeri che risultano dalle differenze 
900 — 877, 906 — 900 *). Se fosse”stato data la quantità che si 
voleva formare della lega, il problema, in questo caso, sarebbe 
determinato. 


$ 5. — Equazione pitazorica. 


30. È notevole nell’analisi indeterminata la ricerca delle 
soluzioni intere dell’equazione di 2° grado, detta pitagorica, 


Diu, 


che geometricamente significa : 
Trovare quali numeri interi possono rappresentare le 


misure dei lali di un triangolo rettangolo **). 


Con questo problema usciamo dall’argomento dell’analisi 


. indeterminata di 1° grado, ma crediamo che pel suo inte- 





i ") Cfr. Ar. part. è gen., 2* ed., p. 435: oppure Ar. ed' Alg., p. 714 e 715. 
**) Se fra 3 nuineri a b c esiste la recazione 


a=b + e 


_& tre numeri sono misure dei lati di un triangolo, e questo è rettangolo. 


Infatti, essendo 


i b° + c° | 2be > db + e? 
. risulta 
+ > a 
bL eda. 
Inoltre, essendo 
b° 4 e? — 2be < 65° + e? 
risulta 
| (BP <a 
be ecLa . - 


e 
Ch ° + 
px A AS 


Dunque a è compresa fra b+c e B—c ; © perciò i ire segmenti sono 
lati di un /\ ; il quale deve essere rettangolo, perché se non lo fosse, do- 


vrebbe essere a? — 0° + e + 2be' (ove è e’ proiezione di e su b); perciò è 
e'=0, e quindi l’angolo A è retto. 








resse valga la pena di commettere questa infrazione alti- 
tolo del capitolo. *) ARCI ; 
1.° (Sol. di Pitagora) **), Siano i numeri @,Y,84; 


=_= NAT. 


Posto 
z—y=1 
si ha 
ZITIY RON 
MALATO | *_] 41 i VO rd 
Quindi si ha Qpasa pira ,, e perché y e 3 








siano interi deve cr ‘x dispari. Posto ec =2n +1 ali ta 
hanno per i tre lati 1 valori 
conti, y=2n84+2n, 2=2024+2n+1. 
Esempii, I | 
(3,4,5), (5,12,13),(7,24,25), (9,40,41), (11,60, 61946 


2,° (Sol. di Platone) ***). Posto s—y=2, 


2 
si ha 2+4y=", 
LA 1% 2 
indi =({(—-)—l ={—-}4+1 
quindi Y (5) ir) (2)+ 


e perché y e z siano interi deve essere pari. Quindi 
BEER, y=n°—1 LR I9 a TO SISI NE 
Esemplii, 
(431315) (0,810) (aloe) 
*) P. Fermat lasciò enunciato che l'equazione 


per n intero >2 non è risolvibile in numeri interi; e questa proposizione © 


È 


il 
A, 


quantunque dimostrata per diversi valori particolari di n non ha la sua | 
completa dimostrazione. Ora è proposto il vistoso premio di 100.000 marchi, 
a chi la dimostra in generale prima del 13 sett: 2007. L’Acc. di Goitingen è 
incaricata di giudicare i lavori stampati non prima di due anni dalla loro 
pubblicazione. è 
#*) Pitagora (vissuto nel 6° sec. a. C. forse dal 569 al 500) nato a | — 
Samo è il creatore della sgienza geometrica, dell’aritmetica teorica e del- 
l’algebra geometrica. 1 i i "P » 
***) Platone (-429;‘-348) nato ad Atene fu il gran propugnatore della 
necessità della coltura matematica per tutti i cittadini dello Stato. | 
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NERA DNA ir 0 fina VE CARNI 
| 3. (Sol, di Euclide, Z/em., libro X, 28 e 29) *). 





Posto ii A dispari primi fra loro) 
si ha | be=(3+y(—-y), | 
perciò z+y=Dd su 
$ MI y= L 


e quindi i tre lati sono espressi da 


ba — e? b? 2 
ob, y=-—— a 


2 
e con ciò x deve essere necessariamente dispari e i tre 
numeri saranno primi fra loro, e quindi anche primi fra 


«loro a due a due. 


Per es., per le coppie di hummer] store agi 
hanno le soluzioni: (3,4,5), Clo, Sar) (212020) 110 

È bene tener presente che, trascurando le soluzioni che 
non hanno i termini primi fra loro, dei tre lati, z deve es- 


sere dispari, e dei due cateti l’uno deve essere pari e l’al- 


tro dispari. Infatti i cateti non possono essere entrambi pari, 
ché altrimenti anche < sarebbe pari; e se fossero entrambi 
dispari e precisamente 2m +4+1,2n4 1 si avrebbe 


(mn + 1)°+ Mm +1}°=402°+n°+m+n) +2 


e quindi 3° conterrebbe il fattore 2 a prima potenza, cosa 


4 

È; 
N 
VU 
L} 
sw 


o 


a 


sa 
Ù 
10% 





assurda. Dunque resta la possibilità che x ed y siano uno. . 
pari e l’altro dispari, ed allora z risulta dispari. 


3I. Che questa soluzione di Euclide fornisca tutte le 


terne di numeri che, essendo primi fra loro, soddisfano la 


equazione pitagorica, comprese quelle in cui x è pari, si 
dimostra nel seguente modo **). | 
. Dalla equazione 

v=(3+y)(—-y) 


si deduce che 34y,z—y non possono avere un divisore 





#) Euclide vissuto nel 8° secolo a. C. (forse dal 300 al 275) è l’au- 
tore dei celebri Elementi e di altre 'opere anche più importanti di questi, î 
##) Capelli, Analisi Algebrica, 3 ed., 1902, p. 78 a 80, 















dispari comune, ché altrimenti esso dividerebbe la loro | 
somma 2% e la loro differenza 2; e quindi (essendo dispari). 
dividerebbe anche y e x. 

Se p è divisore primo dispari di 2 + y, SUA, che sia 
DÈ la massima potenza di p che divide z-+-y, dovrà anche 
DÈ essere la massima potenza che divide x?, quindi X è 
pari, perciò indicando con vu e v dei numeri dispari primi 
fra loro (ma non necessariamente primi) deve essere 


svy= VE 
quindi Li 
2Iu* + 2"0? mu? — 20? 
ec i] 
quindi 


=(2+y)(e—y)= 20. 
Sicché risulta 


mn gm? ny? my, L 9qnq2* 
C=2? uv È = ; pero 


con 7 4 n pari e-m,n entrambi =0 0 £0. 
Discussione : 
Per mz=zn=0sìi LIGURE nelle formole di Euclide. 


Per m=1+4p,n=1+v (pe v interi POSI): si avreb- 
bero le formole di risoluzione 





lla 
Pene IA NR NET VALIDO y= 2-20, a = 2% +20 


dove però wp. 0 v deve essere =0, e l’altro =24, perché 
altrimenti @,y,z avrebbero un divisore comune 2. Quindi 
le soluzioni ulteriori possono essere soltanto: Ò 


a=24#iuv, y=4du 0°, 3-40; ]dove x è ne- 
oppure RK cessariamen- 
ao uv i Yu dp, = 4-06 pari. 


Ma queste con lo scambio del cateto x con y fanno diven- 
tare & dispari; dunque queste risoluzioni devono ricadere 


anche esse in quelle di Euclide. 


Perciò quelle di Euclide danno tutte le soluzioni pos- 
sibili. 











Esercizi. 


è 


I. Risolvere in numeri interi l’equazione 7x = 1000 — 24y. 
2. Risolveretin numeri interi l'equazione 43r — 72y == 10000. 
3-10. Risolvere in numeri interi e positivi le seguenti equazioni : 


17e + 23y= 183 (R. 4, 5, unica sol. pos.) 
163x — 191y= 231 (R. 135, 114) 
19£r + 5y= 191 
135€ + 19y=1170. 
261x + 145y = 2407 
9 lly= 8 
Tr—- 9Y= 29 
19r — 5y— 119=0. 
ll. Dividere il numero 100 in due parti di cui una sia divisibile per 7: 
l’altra per ll. (R. 56, 44). 


12. Dividere 243 in 2 parti tina delle quali sia divisibile per 24 l’altra 
per 65. (R. r=2— 656, y=3+ 24t). 


nella somma 





3 
2465 
di due frazioni che abbiano per denominatori 24 e 65 e si trova che essa 

3. -2 

VISpri t% 65 ). 

13. Dividere il numero 1800 in due parti tali sno l’una sia multipla di 9 


l’altra di 11. (19 sol. o 18 secondo che si accetta che una parte sia o non 0). 
14. Trovare un numero che diviso per 5 dia per resto 3, e diviso per 9 dia 


(Questo problema equivale a trasformare la frazione 


per resto 8. (R. er = 45t +-8). 
15. Cercare i numeri che divisi per 27 diano per resto 14 e divisi per 37 
diano per resto 25. (R. e = 2844 999). 


16. Trovare un numero che diviso per 9 dia per resto 5 e diviso per 10 
dia per resto 9. | 
17. Risolvere in numeri interi e positivi il sistema : 
x = — 20 + 358 
R.}y= 124—- 44% per t=1, 2 
aussi 168 


304 5y+ 72= 560. 
9x + 25y + 492 = 2920 


18. Risolvere il sistema : i 
x = — 83 — 159u 
5e + Ty —1le= 112 _ y=. 80 + 134u, 
9x+104+ fTe= 74 ‘ z=> 3+ 13w. 
nessuna soluzione positiva 
19. Bisolvere il sistema : 
2a + 124 — 92= 315 
8r + 3y + 42= 360 (R. 3 sol.) 








. 5 on ia 22 none] Fi d Î x } : 

: SILE “. Ra]y=— 24 5 
TARE Fi MICRA VIZI 
21. Risolvere in numeri interi e positivi i sistemi : 
x = 739 
4x + 134 + 52 — 2t = 2559 
; pn) —_ 3 = 2 
— 5e + 8/+7:4+31=1595 RR. ia) sei e 
— 7 + 1ly — 3: +-5t= 2157 i= 241231 


22. 3x,t 40, +-5x, + 6r, = 68 
Te,4- 67, + 40, + 5x, = 73 R. 
5r,4- 3g — 60, + 7a, = 30 


Una soluzione positiva 
2 


=1—- 77 | i 
x, =24+ 10. Una sol. positiva. . 
%g = 9 19u LO 
o, =44+81u 
a= 34+ 231m 
y= 444 315m 
2 = 115 + 833m 
u= 29 + 186m 


v 23. x,t-2x,+3x,=14 
2r,t 3x, +40, = 24 
3r,4- 40, + 5x, = 35 


24. 19x — 2644324 7u=50 
49 — 35Y + 92 + 14u = 37 
do — 154y+32+ 7u=24 


25. Una persona compra buoi e cavalli; paga i primi 600 lire l’uno, i se- 
condi 930 lire l’uno, e trova che il prezzo di tutti i buoi supera quello dei 
cavalli di lire 210. Quanti buoi e quanti cavalli ha potuto comprare. 

(R..5 6/3). 

26. Una persona ha comprato del panno e della stoffa, il primo a 81 lire 
al metro, e la seconda a 20 lire al metro ; la spesa della stoffa ha supe- 
rato di 7 lire quella del panno. Quanti metri era il panno e quanti metri 
la stoffa? ; ; 

27. Una compagnia di uomini e donne ha speso del danaro in un'osteria, 
ciascuno uomo ha pagato 3 lire, e ciascuna donna 2 lire, e la spesa di tutti 
gli uomini ha superato di 9 lire quella delle donne. Quante erano le donne 
e quanti gli gomini ? 

28. Trovare un numero che diviso per 2,,3, 4, 5, 6, 7 dia per resti rispet- 
ISLA 1001000 (R. 3014 420%). 

Questo problema fu risoluto da Cardano nella seguente forma: Una 
rivenditrice di uova scivola e rompe le sue uova, e richiesta quante fossero 
le uova risponde che non le sapeva contare, ma che prese.a 2a 2,a3 23, 
ad4a4,a5a 5, a 6a 6, ne rimaneva sempre una, e invece prese a 7 a 7 
non ne rimaneva aleuna. 

29. Trovare un numero che diviso per 2, 3, 4, 5, 6, 7 dia per resto 1,2, 
3, 4, 5, 0 rispettivamente. (R. 119 +-420m, risoluto da Bachet). 

30. Trovare un numero che sia divisibile per 11, e che diviso per 9 dia 
per resto 5 e diviso per 10 dia per resto 9. (R. a = 869 + 990%). 

3I. Determinare un numero « in modo che 121w diviso per 540 dia per 
resto dl, du diviso per 35 dia per resto 34, e 27u diviso per 46 dia per 
resto ll. (R. u=3041 + 50406). 











siano numeri interi. 


32. Si cerchi un numero x tale che le espressioni 


30 — 10 lle +8 16er—1 
PI VAT 








(R. e = 211+ 75170). 
33. Trovare un numero che, diviso per 5, 7, 1l, dia per resti 3, 5, 8, ri- 


spettivamente. . 


34. 





2a, — 6r, + 3x3 = 30 


a lo 
8 _8 
(OA ca 





| 


I 


(R. 2 = 385t + 173). 


— 30 — 62, + 3m 


30 + 62, — 2» 


=120:— 19xj+ sm 
35. 2r,+6r,—35,= Ri dome 2 
St a degni td og = 60— 6a, + 2m 
Su .\ 0, = 120 + 12m, + 3; 
36. 100, — 6e, — 15x3=300 Rit agi bm; 
i e, = 604 6m, + 2m, 
è pi 
i X,= XL, 
5 37 Ber, — 0,-4-2x, + 40, = 18 io 120 — 23x, + 22, 
i 4, + 3x2 ADI 9X3 td lla, = LO Ù Vs perni 69 Min 132, o Ly 
piprcaci: I on 
Fidy— 21100. 
38. SA 3 1a 2 (Tartaglia ne trovò una soluz., Bachet 226) 
aH+-y+2+t=100 
‘ l 1 
12x43 — — v=200 
ea SUL i A » , Bachet 6639) 
c+p+2+u-+o=200 
a, = — 1087 — 582m, — 54m, 
40; > 3,4 40,}- 60, +90,=67.. | 03 676 + 351m, + 33m, 
© 5a,+100,—120,+240,=77 ia PE 1044 54m, + 5m, 
x, =2m, 
A Una sola soluzione positiva 5, 4, 3, 2 
n i a, = 981 + 398m, + 24m, 
w AM. lio, 2e,—30,—40,=74 pi) fa = 981 + 399m, + 24m, 
Ù — 150,_102,— 60,=45 a, = -810 + 330m, + 20%, 
«0 x, = 2322 + 946m, + 57m, 
À Infinite soluzioni positive 
Ù == } 117; LL 86m, + 4Mg 
3 42. 60,4 80, +72x;4-6x,=187 ppt 17 — 86m, — 3m, 
P 9x,+-120,+-50,—80,= 14 La T+ 34m, 
n ai, 9T—- 1m, 
@ Una sola soluzione positiva 3, 2,7, 9 
} | ‘a=3+ 20 
. 3e—-5 —22 =24 | 
| SiR ER gici ori y = — 103887 — 10389 + 3703 
2x+5y—172+14l1u+13l1o=116 R. : 
Te-5y-L13:— lu 1Bo= 47 2 = — 3886 — 3887u + 1355% 
Sa ra pe 107  logu+ ‘406. 








o i 
AM. ale + 18, + 4lx, 4152, +108, = 223. 





x, = 852 — 120m, — 30m, kL Dil, —_ 3m, 

ty, — 852 + 120m, — 30m, + 7m, + 4m, 
R. << ag = — 14224 20m, + 5m, — m, 

ace 711—- 10m 2m, 

tilt L40810 





17 soluzioni positive: x, 111111 22222223345 
; x, 114445 16111223312 

3 39 1112 11111220103 

e,131351 11857131311 


x 417411 101741414111 


VA 
45. Trenta persone , tra uomini, donne e fanciulli, spesero 50 lire in un: 


albergo. Lo scotto di un uomo fu di 3 lire, quello di una donna di 2 lire. 
e quello di un fauciullo di l lira. Quanti erano gli uomini, quante le donne 
e quanti i fanciulli ? (R. Nove soluzioni x=#,y=20—2t,% =10+4+0). 


46. Un mercante ha comprato 100 capi di pollame, fra capponi, pollastri - 


e pulcini, per 100 lire; i costi rispettivi sono lire 3 e TE; le 3:37 Pa 
ogni capo. Trovare il numero dei capponi, dei pollastri e dei pulcini. 


47. 4] persone a banchetto spendono 40 lire. Un uomo paga 4 lire, una 


1 
donna paga 3 lire, un fanciullo B7 di lira. Quanti sono gli uomini, le donne. 


‘e i fanciulli? 

48. Trovare un numero di 3 cifre che diminuito di 255 e diviso per 3 dia 
per quoziente un numero colle stesse eifre in ordine inverso. (R. 912). 
| 49. Trovare un numero di 4 cifre che sia eguale a 334 volte la somma 
delle cifre. (R. 1002, 2004, 3006, 4008, 3340, 4342, 5344, 6346, 7348, 6680, 
7682, 8684, 9686). 


50. Scomporre la frazione dr in frazioni parziali di denominatori 4, 
4 


(Togg fi i (R. una soluz. pos., 1, 11, 5) 
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‘CAPITOLO QUINTO. 


* FUNZIONI FINITE. LIMITI. APPLICAZIONI. 


$ 1. — Funzioni finite. Tendenza al limite. 


I. FUNZIONE FINITA. Sia f(x) una funzione definita di x 
in un intervallo (a,b), se esistono due numeri A,B tali 
che (essendo A< B) per ogni valcre di x dell’ intervallo 


(a, b) sé abbia > fecero, 


sî dice che la funzione f(x) è finita nell’intervallo (a,b). 

Tutti i valori che la funzione /(2) acquista per i diversi 

. valori di x dell’intervallo (a,) sono tutti compresi nel- 
| l’intervallo PASS) 1). | 


2. Quando A va crescendo e B va diminuendo può darsi 
‘‘ che si finisca col pervenire a due numeri L,L' tali che 
nell’intervallo (L.L') cadano ancora tutti i valori della 
funzione, ma non succede più lo stesso se si considera in- 
‘vece l’intervallo (L+e,L'— e) ove e sia un numero pic- 
colissimo a piacere. In tal caso i numeri l70E-skdicono 
limite inferiore e limite superiore dell’insieme ‘dei valori 
della funzione /(2) in quell’intervallo (a,0), -e quindi si 
«dicono pure limite ‘inferiore e limile superiore della fun- 
zione stessa. 

Ciascuno di questi limiti può coincidere con un valore 
della fnnzione, ma non sempre ciò accade; però quando ciò 
avviene L,L' sono il minimo ed il massimo valore della fun- 

‘zione. La differenza L'—L si dice oscillazione della funzione. 
È Si può quindi conchiudere: i 
i Ir limite inferiore desta funzione è il massimo numero 
non maggiore di alcun valore della funzione; 

Il limite superiore della funzione è il minimo numero 
non minore di alcun valore della funzione. 


#) Richiamiamo come già note dall’ Algebra (Cap. I) le definizioni di am- 
piezza di un intervallo, di variabile indipendente, di funzione definita e non 
definita, di funzione inversa. (Cfr. anche Aritm. ed Algebra Cap. V; Aritm. 
gen. ed Algebra Cap. II). 





CAP. V. 


Per es. la funzione — per x = prende dei valori che hanno — 
S s (e 


per limite inferiore 0, e per limite superiore 1; però 0 non è 
minimo della funzione, mentre 1 ne è il massimo; invece la tun- 


1 Tare e 
zione — per « >1 ha gli stessi limiti superiori e inferiori, nes- 
L 5 . 


suno dei quali è raggiungibile. 


ti 


3. Teorema. Ogni insieme finito, e quindi anche ogni funzione finita, ? 


ammette il limite inferiore ed il timite superiore. i 

Per dimostrare che .esiste il limite inferiore, operiamo una 
spartizione dei numeri reali in modo che in una classe (classe 
inferiore) siano tutti i numeri / non maggiori di alcun numero 


dell'insieme e nell'altra classe (classe superiore) quei numeri /' |. 


che sono maggiori di qualche numero dell’ insieme. Nella classe 
inferiore vi saranno numeri tutti minori di qualunque numero 
l’ della classe superiore, perché per dire che /' appartiene alla 
classe superiore occorre che sia l' maggiore di un numero f(a) 
dell'insieme che a sua volta è = a qualche numero l. 

La spartizione suddetta dei numeri definisce perciò un numero 
reale L (Arîtm. part. e gen., Cap. VI, n. 4I #). 

Inoltra nella classe superiore non può esistere un numero L, 
minore di tutti gli altri, perché dovendo essere L, maggiore di 
qualche numero f(a) dell'insieme ogni numero compreso fra f(a) 
ed L, apparterrebbe alla stessa classe. Dunque il limite L fra le 
due classi è il massimo dei numeri / e quindi è il limite inferiore. 

Analogamente si dimostrerebbe l’esistenza del limite supe- 
riore L'. 


4. TENDENZA AL LIMITE DELLA VARIABILE INDIPENDENTE. 
a) Si dice che una variabile indipendente. x tende al 







limile a, quando esso può assumere tutti i valori dell’ în- — 


torno di a,(a—-k,a-+k), escluso il valore a. Ciò si espri- 
me scrivendo dim. i 


b) Si suole anche distinguere il caso in cui & prende 
i valori soltanto dell’intorno destro (a,a + *) o soltanto 


#) Cfr. pure Aritm. ed Alg:, Cap. XVI, 43. 


si 
j # % i n E 
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dell’intorno sinistro (a — kn), escluso sempre l’estremo 4. 
© Nel primo caso si scrive 4=09+0, nel secondo a = 4 —0. 
i c) Si dice che una variabile indipendente x è infini- 
— tamente piccola, o infinitesima, quando tende al limite 0, 
© cioè quando finisce col diventare e restare minore in 
« valore assoluto di qualunque nuinero. positivo £. Ciò si 





esprime scrivendo 
e S lima =#0% 
|» Per esempio, supposto che e sia ES 
; CSR 100° 1000” 10000” 
«x deve potere diventare e restare minore di qualunque 
. di questi numeri. 
i d) Si dice che una variabile indipendente x tende al- 


|. l'infinito positivo, 0 tende a divenire infinitamente grande, 
| 0 che diviene eguale a ©, quando finisce col diventare e 
restare maggiore di qualunque nunero N. Ciò si esprime 


DI 
i scrivendo linea =, 

e) Si dice che una variabile indipendente x tende al- 
l'infinito negativo, 0 che diviene eguale a —%, quando 
finisce col diventare e restare minore di qualunque nu- 

| mero negativo —N. Ciò si esprinie scrivendo 

È: | 

| limba = 

i 5. Una variabile che tende all’ infinito positivo o nega- 
È tivo deve finire col mantenersi sempre positiva 0 sempre 
| negativa. Se invece la variabile pur diventando in valore 
‘assoluto infinitamente grande non conserva un segno de- 
È terminato, non ha alcun limite. l 

È Invece una variabile infinitamente piccola ha sempre per 
È limite zero, sia che conservi il suo segno, sià che lo cambi 
| col prendere dei valori a destra e a sinistra di 0. 









PIP 


6. TENDENZA AL LIMITE DELLA FUNZIONE. Sé dice che î va- 
lori di una funzione y= f(x), a destra di a, tendono al 
limite A, quando tendendo x ad a, nell intorno destro, la 
differenza |y—-A| tende al limite 0; cioè quando scelto un 
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PR numero e ar iraniane DIECOIDÌ se ne può trovar 


altro h. tale che per qualunque valore di x nell'intorno | 
(a, a-+h) st abbia Î 


Ciò si indica scrivendo 
Jim ,f(@)=A 


Analogamente si ia il limite di f(e) a sinistra di È 


a e se esso è B si scrive 
lim f(a)= 


aza—0 E 


Quando sì vuole indicare che il limite di /(x) a destra ‘9 


di a è eguale al limite di /(x) a sinistra di a, si scrive 
| lim/(@)=A i I 


Si badi che non bisogna confundere il lim f(@) col valore 


f(a). Il valore fa) può. non esistere, ed Ra il Liotta 
C 


Ue 


Ci) Metto 


catena x 


Così per es. della tunzione f(x) = nei non esiste il valore 10) 3 
55 


ma esiste il lim f(x) che è 0, perché, per x+0,/f(x)=x; così pu- 
ty rid . i E Delo e 





re della funzione f(@)= 
sen x 

ste il lim 
x=0 Sen Xx 





; che come si sa dalla Trigonometria, è L1. 


non esiste il valore (0), ma esi-. 


7. a) Si dice che, per x=x la funzione y==f(x) tende 
al limite A, quando per x maggiore % qualunque numero, 


N st abbia sempre 
If(@) - A|<e. 


Ciò si indica scrivendo 


lim/(@)=A . Lia Me: 


h) Sé dice che per x tendente ad a (a destra 0 a a sinistra) 


1a funzione y=f(x) tende all'infinito, quando stendèndo Welt 


ad a (a destra 0 a sinistra) f(x) diviene ITANIOO, di qua- 
lunque numero positivo N. % 


v 





e A Ma 
si 


pb ni A 
Pa GI 


A i dia a De 


ne 


ai 


Rida: 


For tie ia e 





SPAZIOSE IRENE E EI 


na 
a) 


+ 


nici: si Cinaa LASSO 


lim (=, 1 = 090. 
lim /@)=%© , lim f(@)— 


".c) S7 dice che, per x =, f(x) tende all infinito, quando | |» 
per x maggiore di qualunque numero positivo N, anche f(x) sia 
può'divenire maggiore di qualunque numero positico. 

Ciò si indica scrivendo 


su PAR) 


Soltanto per. abbreviare il linguaggio si usa dire che /(2) 
è infinita per d=a, oppure che f(x) è uguale ad A 0 è 
infinita per ®=%; e ciò è permesso quando s'intende quel 
che si vuol significare. Egualmente soltanto in questa ipo- 


. tesì si permette di poter scrivere 


f(a)=% , (f(x) =A, 


così come in Trigonometria si permette di scrivere 


i ig i 0a 
per dire ‘che 
lim tg(7—e)=+% e lim tg(5 + :)=— 0. | ; 
820 sasa e-0 p%, i 


8. TENDENZA AL LIMITE DI UNA SUCCESSIONE. Quando alla va- 


riabile indipendente di una funzione y, si attribuiscono sol- 


tanto i successivi valori interi positivi, nel quale caso in- 
dicheremo la variabile con #, 1 valori successivi che assume 
la funzione formano una successione che dicesi limitata e 
determinata, in quanto che si può calcolare il termine della 
successione quando se ne conosce il posto, cioè il valore di 
n. Il termine di posto n° si indica con y,. 


A — 1)Y° 
9. Esempli. 1.° Se pit = ) , si ha la successione 





st 8 de 1 1 (1) , 
re cn 


n 


diventa in va- 





‘ove, per n crescente all’ infinito, il termine 


PIRCA 


lore PORRI minore di qualunque numero > positivo, cioè 
x Ù 


lim pra 


LZ n 


È 





Logi 


e si dice perciò che la successione ha per limite zero. 


n 
2.° Se y,= ——; si ha la successione 
24 n 


PAPATO ALIENO SIAT ia PROG 1+n 


Fimemzreii di ST) rime Triin 


BEAR 6 0 a 





per la quale la differenza 








On ul 24» 24 
può diventare minore di qualunque numero positivo ; quindi 
. dn 
lim == ; 
n= 2 +» 
e tale è quindi il limite della successione. 
i 24 n 
i Si POV l , si ha la successione 
3 d 5) 6 24 
Og RO E I a n Ro 
9 Ai , 
ma lim Ao =.+ 0, 
n_ZR : 


e, # 
dunque il limite della successione è © . 


€ 0 d3-nN i & 
4.° Se y,==——— ; si ha la successione 
2 





2 1 1 AC, 3 Ian 
} MET rn e 
DI Ni 7 TO 
e poiché lim : 
NZ. 
a suddetta successione ha per limite — co. \ CORO i 


















PI POI 


| —1)n. Ù 
50 -Sey, = brc , sì ha la successione 





MT 





i cui termini oscillano tra valori positivi e negativi, crescenti in 
valore assoluto, e quindi, mentre la variabile diviene infinita- 
‘mente grande in valore assoluto, la successione non ha alcun 
limite. 

6.° Egualmente la successione determinata dalla variabile 
y=(—1)" non ha limite. ì 


10. Si noti che: 
a) Se una suceessione illimitata e determinata 


TA O VC O 


ammette un limite, questo limite non cambia, se si sopprimono 
nella successione quanti termini consecutivi si vogliono a sinistra. 

bh) Se A è il limite di una successione illimitata e determinata, 
ed a è un numero positivo; si può sempre assegnare un tal valore 
p che, per tutti i valori di n maggiori di p, i termini della suc- 
cessione siano compresi. tra A — a ed A + 4; cioè che si abbia. 
per essi 


agi AE an 


In tal caso ogni numero maggiore di y, ; Ya 3 Vs «+? Yp e 
di A-+a è maggiore di tutti i numeri della successione. 

Se A +0, è possibile che a partire da un certo termine della 
successione nessun termine della serie sia zero. 

Se A=0, è possibile che da un certo termine della succes- 
sione tutti i termini siano < da. 


Il. a) Se 1 termini di una successione illimitata e deter- 
minata non sono decrescenti, e si mantengono tutti infe- 
riori ad un numero dato N, la successione ha un limite 
finito. | 

b) Se è termini di una data successione illimitata e deter- 
minata non sono crescenti e sì mantengono tutti maggiori 
di unnumero N, la successione ha un limite finito. 


onesti proposizioni sono conseguenze ‘del: teorema enun: 
ciato. .nel'‘1.3'.) FOLLI | 


Esempio. Aggiungendo al numero decimale 3,0 ii dI 


le cifre 1,2,0 indefinitamente, si hanno i numeri della successione 


dit 8127048; 0120 0a DO 


e questa successione ammette necessariamente un limite, perché 


«tutti \i numeri di essa sono < 8,8. mi 


f 


12. Se y e z sono due successioni la prima crescente e la 


seconda decrescente, e tali che mentre sia y< z la diffe- 
renza fra y e z tende a diventare infinitesima, per n 


crescente all’ PELO, le due successioni hanno uno stesso. 


limite. 


Infatti, siccome y è una successione crescente che si man- | 
tiene inferiore ad un qualunque valore di 3, ammette un. 
limite A, e del pari essendo 2 decrescente e superiore ad 


“un qualunque valore di y ammette un limite B. Non può | 


essere A> B, perché ‘altrimenti vi sarebbero dei valori di 
y maggiori di quelli di z; né può essere A<B, perché 
altrimenti la differenza <—y non potrebbe diventare mi- 


nore di B—A; dunque non essendo A-+B deve essere A—B. 


Due successioni che soddisfano alle condizioni del teo- 
rema suddetto si dicono convergenti. 


- 13. APPLICAZIONI GEOMETRICHE DEL CONCETTO DI LIMITE. 
. a) Tangente. va Rio 

Sia M il punto del diagramma di una i funzione f(«) che 

corrisponde all’ascissa 0A =x 

e sia M' un punto dello stes- 


M, corrispondente all’ascissa 





P Ararat OA'=% + h. Quando % tende | 
i a zero il punto M' si avvici-. 
na al punto M, e la segante | 


MM, rotando intorno al pun- 
é to M tende ad avvicinarsi ad 
IAS una posizione limite MT in 
modo che l’angolo TMM' può divenire più piccolo di qua- 
lunque angolo quando il punto -M' sulla curva tende alla 





da nuo 


so diagramma vicino al punto 


bs] 


SR. 

























35 è 
posizione limite diversa da quella o 
che si ha quando A' tende ad A 


posizione di M. Questa: 
segante MM', si dice tangente alla curva in M.. 


o A De, Vo” Ù SERIA ) 
Ph Sa Aa: Ng Nara na Ù PNETIRO. Tdi RO UT UTI done CA . A 


retta MT, posizione limite della 





= i 
- No .’ 


Nella generalità dei casi la posizione limite MT della 


. segante MM' è unica sia che il punto M' si avvicini ad M 


in un senso sia che si avvicini nell’altro senso (cioè sia. 
che A' sià a destra o ‘che sia a sinistra di A) ed allora 
si dice che la curva ha in M una tangente unica. 

In tal caso la tangente nel punto M è ben determinata 
dalla curva, e siccome una retta per essere individuata 
deve passare per due punti, si dice che la tangente in M 
congiunge due punti della curva infinitamente vicini. 

Un punto della curva, nel quale la curva non ha una sola 


‘tangente dicesi punto singolare della 


AI 


curva. Può avvenire p. es. che se ;. \p I 
i ; r 
tende ad A a destra si abbia una 


50. 
per 
ar 


pa 


£ 
= 


a sinistra ed allora il punto M è 
n punto singolare della curva che 
in questo caso dicesi punto ango- 
loso. 
° Nel caso particolare della circonferenza, al.tendere di 
M' ad M, la corda MM' forma sem- 
pre col centro O un triangolo is0- 
scele ed il suo punto medio H con- 
giunto col centro da una retta per- 
pendicolare alla corda MM'. Questa 
proprietà si mantiene nella posizio- 
ne limite della corda quando M', e 
quindi H, si avvicina ad M. Perciò 
la tangente ad una circonferenza in 
un suo puato è perpendicolare nel 


punto di contatto al raggio che passa per esso. 

- b) Lunghezza di un arco di curva. 
‘ Sia AB un arco di curva compreso fra i punti A e B e 
sieno (A, A, A... una successione di punti che si seguono 
nella curva in un determinato’ senso. 
Immaginiamo la linea spezzata AA, A, A;...B, e inol- 
tre che i punti A siano tanto vicini l’uno all’altro da po- 


» 
pi = _=-—-c 
“lf 


i 

j 

{ 

ì 

| 
Ai 

î 

\ 
>» 








DIRO considerare i lati della linea: SONE come piccolissi- 
mi, supponiamo infine che si passi dalla direzione AAT 
alla direzione A, A, con deviazione pic- ‘ 


| colissima, cioè supponiamo che l’angolo 
AA,A, sia poco differente dall'angolo 
piatto. In queste condizioni la lunghez- 





resta sempre minore della lunghezza 
dell’arco, ‘che si potrebbe avere avvolgendo teoricamente un 
filo sull’arco AB cogli estremi in A e B e rettificandolo 
dopo, ed è poco differente da esso. L’errore che si commette 


sostituendo alla lunghezza dell’arto quella del perimetro 
della linea spezzata è piccolissimo e si può rendere sem- © 


pre più piccolo facendo diminuire indefinitamente i lati 
coll’aumentare indefinitamente il numero dei vertici. 


ll limite a cui tende il perimetro della linea poligonale 
inscritto nell'arco dato AB allorché, aumentando indefini- 


lamente il numero dei vertici, i lali di questa linea ten- 
dono a zero, si dice lunghezza dell'arco AB *). Rina 
14. OSSERVAZIONI «SULLE VARIABILI. Per quanto qui segue. 
useremo la parola variabile per esprimere indifferentemèn-‘ 
te variabili indipendenti o funzioni 0 successioni. 
a) Se una variabile è compresa fra due variabili ico essa 
è pure infinitesima. ì 


Infatti, il suo valore assoluto non può superare il valore as- 


soluto di entrambe le variabili e quindi deve rimanere IniStOza 


a qualsiasi numero positivo £. 


b) La somma di un numero finito di variabili AO piccole 
è pure infinitamente piccola. h 

Siano y,%,...; è, un numero È di variabili infinitamente p pic- 
cole, dico che y-+- 24... + w è pure infinitamente piccola 

Infatti, sia e un numero piccolo a piacere, ciascuna delle va- 
riabili può, per ipotesi, rendersi minore di. e/k, quindi la loro. 
‘somma può rendersi <e. e 


x 


#) Se si sostituisce alla lunghezza di una circonferenza, che -ha per rag- 


gio un chilometro, il perimetro di un poligono inscritto, il cui lato sia in-. 


feriore o eguale ad un metro, l'errore che si commette è minore di un terzo 


di millimetro. 


za della linea spezzata AA, A,...B 
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\ . 
Il teorema non è più vero, se la somma contiene infiniti termini. 
C) Se y e una variabile infinitamente piccola e k è un numero 
costante, anche ky è una variabile infinitamente piccola. 


d) Se y è una variabile infinitesima e z è una variabile che tende 
ad un limite finito B, anche il prodotto yz è una variabile infinite- 


sima. 

Infatti, sia c un numero positivo maggiore (10, b) di B+ a e 
di qualunque valore della variabile #, la variabile yc è pur essa 
(C) infinitesima, quindi yz, che è sempre minore di yc in valore 
assoluto, deve essere pur essa infinitamente piccola. 


e) Se la variabile y tende al limite A, la variabile — y tende al 
limite — A. PARMA 

Infatti, se A — y è infinitamente Piccola. anche 

adi liano pai, 

è infinitamente piccola. 

f) Se limy=A, st ha lim|]y|]= AL. 

Difatti, il valore assoluto di A —y è maggiore o uguale al 
valore assoluto di |A|—|y| e, se la prima è infinitesima, la 


seconda ‘lo è pure. 


g) Se una variabile tende all’ infinito positivo 0 negativo la varia- 
bile inversa è infinitamente piccola, e perciò ha per limite zero; vice- 
versa però, la variabile inversa di una variabile infinitamente VT 
è infinitamente grande in valore assoluto, ma può non avere un limite. 

Infatti, se limy= 0, y è infinitamente grande, e quindi a 
partire da un certo suo valore può essere 


|1/y|<e e quindi lim 1/y=0. 


Ma se limy= 0, si avrà bensì che lim |1fy]= %, ma 1/y può 


non finire per avere un segno determinato, così avverrebbe per 





F 1)" p 
la inversa della variabile del 1.° esempio del n. 9. 
. n 
$ 2. — Teoremi sui limiti. 


15. Teor. |1.° Una variabile y non può ammettere simul- 


taneamente due limiti differenti. 
Supponiamo che la variabile y possa ammettere simul- 


‘taneamente il limite 4 e il limite 9, e consideriamo un nu- 




















mero uan per es. T ‘compreso. fra 4 e 9. La varia- o 
bile y, avendo per limite 4, dovrebbe finire coll’ essere | 
minore di 7 ed avendo per limite 9, dovrebbe finire coll’es- | 
sere maggiore di 7, quindi nello stesso tempo dovrebbe es- | 
sere y> e <7, il che è assurdo; dunque è pure assurdo 3 


che possano esistere due limiti per y. 


16. Teor. 2.° Se due variabili restano sempre eguali 0 e- | 
quivalenti tra loro, ed una di esse ha un limite, l’altra 
tende allo stesso limite. 1 

Siano y,z due variabili tali che sempre si abbia y= 2, 
ed inoltre suppongasi che y abbia per limite A, dico che 


LIA =, 
Difatti, per ipotesi, |A —y|<£, quindi anche 
FATZIZIE e perciò —limz=A. 


Così, per esempio, essendo, per yz 


ye 23 
—_ayta, 
Yi 
yi —22 
si ha pure lim ——_Lui=limy+# 2). 
i y — & 


17. Teor. 3.° Se y e z sono due variabili che tendono allo. 
stesso limite A, e v è una variabile sempre compresa’ 9] 
y ez essa avrà pure per limite A. 

Infatti, se per ipotesi v è compresa fra y e 4, la dif 
ferenza v — A, sarà compresa fra le due differenze y — A, 


yY 


e 3 —A; ma queste ultime differenze sono infinitesime, 4 


perciò il valore assoluto |A—v|<, Mi 


e quindi .. limo=A. 
1 i I 1 "i 1 È 
Per es., ssy= — ,v= —* —,z=—, essendo 0 il limite | 
n bwin ‘2n di | 


di y e di z, anche »v ha per limite zero. 











18. Teor. 4.° Se y,z,u... sono funzioni di x in numero 
a nito, che (Prgno:a limiti determinati, si ha 


lim ( (y+atut. = timy+lims+limut. 


Supponiamo che le funzioni y,#, “u abbiano per limiti 
rispettivamente A,B,C; per la definizione del limite, le 
. differenze 
Q— A; z-B., u_0 


sono infinitesime, e quindi (14, b) la loro somma, che è 

eguale ad | (V+2z+u)—(A+B+0C), 

è pure infinitesima e perciò 
lim(y+z+%)=A+B+C. 


Coroll. Se la variabile y ha per limite A, e X è una co- 
stante la variabile ky ha per limite KA. 


Infatti, se |A — y[< + anche |RA — ky|<£. 
19. Teor. 5.° Se y, z. sono funzioni di x che tendono a li- 
miti determinati, 


lim(y— 2)=limy—limz.. 


Supponiamo che y e < abbiano per limiti rispettiva- 
mente A e B; essendo lim(—2z)=—B (14, e) si ha lim(y—) 
—lim]y+(—2)|=limyt+-lim(— 2)=A—-B. 


20. Teor. 6.° Se y,z,u,... sono funzioni di x in numero 
finito, che tendono a limiti determinati, st ha 
lim(y-2-v)=limy-limz-limu. 


1.° Consideriamo dapprima il caso di due variabili y e 3. 
Sottraendo e aggiungendo alla differenza AB —y 4 il pro- 
dotto Az, si ha 


AB—y3=(AB—Az+Az—y2)}=A(B—3)+2(A—%). 
Ma le differenze B—z, A — y sono infinitesime per ipo- 


4 x 


= è: 





tesi, iii sake i A poapri A( Bea. (AS Yy) sono infi-. 
nitesimi (14, c, d) e perciò la loro somma (14, b) è infinite- | 


sima, e quindi lim(yz:)=AB. “A 


2.° Consideriamo il caso di più variabili. Il prodotto yzuo 
si può considerare di due fattori yz ed %, quindi per il. 
caso precedente, i 


lim $ Ro 7 
ms AB 
= limy-lim3-limu. 
Coroll. I iimite di una potenza ad esponente intero e 


positivo di una variabile, che ha un limite determinato, è 
eguale alla stessa potenza del cimite della base. 


Dico cioè che limy?= A?, per p intero positivo. 


3 dos p 


Infatti, limyr= lim(y-y*y-...-7) 


HÉ .2 ,3 ng 
= limy:limy-limy-...-limy="A?. 


21. Teor. 7.° Se la funzione y tende al limite A, diverso. 
da zero, la sua inversa 1/y, tende al limite 1|A. | 





1 10 
Infatti, i ea Agra 

y v: gdo: i 
e, nel prodotto (A — ) latneragi il fattore A — y è una va-| 
riabile infinitesima, ed il fattore sp e una variabile che. 
(per « positivo +0) finisce (10, b) col diventare <a 
che è un numero finito; quindi (14, d) il prodotto finisce col 
diventare infinitesimo, e perciò 3 7 ssi quindi è vero 


l l 
he lim — =—. 
(v) y » 





Dal teorema è escluso che il limite di y possa essere - 
zero. Però si noti che, se y tende a zero serbandosi posi- 


- 
& 
ha 
Ve] 













mano: veSal 


Pe 


‘ Arai è A 
tiva lim — = + ©, e che, se invece tende a zero serbandosi 
e A 


sempre negativa, si ha lim —=— o. 
y 


“ 


22. Teor. 8.° Se y,z sono funzioni che tendono a limiti 


determinati, lim VE purché sia limz®È0. 
Z lim z 
| Supponiamo che y e z tendono ai limiti A e B e sia 
B+0, dico che è 
OR VITI AI 
lim Sri 


Infatti, 





vl 
eoi 


PR F 1 4 i 
lim— = - . == | «Lì — = A*- 
l x im (y 2) td; dn 


23. Avvertenze ed Esempii. 1.° Se y è una variabile che tende 


ad un limite finito A, e z è una variabile che tende a diventare 
infinitamente grande positiva o negativa, si ha (14, g) 


ay CIA i 
lim £ #)— tim (y:--)=timy-lim__—Ax0=0. 
feca z z 


2° Se z è una variabile infinitesima che si mantiene sempre 
“positiva, ed y è una variabile positiva che ha per limite A>Q, 
supposto e positivo, si ha . 


__ 


ÀA — @ 
inci #** > lim — e quindi lim ii 
z PIRATA z 





Gli esempi 1.° e 2.° completano le cognizioni. sul limite del 
quoziente | 


*) Se nella frazione — sì sostituisse ad ogni termine il suo limite, si 
2 


ao A 

‘avrebbe la frazione —, che non ha significato. 

) (0.0) 
w E Yy o 5) 

*#*) Se nella frazione —— si sostituisse ad ogni termine il suo limite, si 

z 
n'e Hip; 

avrebbe 0, che non ha significato. 
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24. La radice dell’ equazione ax +b5=0 non ha significato se î 

a=0, ‘invece essa assume un significato preciso se si suppone | 
che a iaia a zero nel senso PORTAVO: o nel senso negativo. 


_—d 
Infatti, ». lima=lim — 
az0 az0 a 
e quindi, supposto d positivo, 
limo. ov W&blimas=: ko, 


azt0 } az-0 % 


25. Se il coefficiente a del primo termine dell'equazione di se- 
conlo grado fosse zero, l'equazione si ridurrebbe ad essere di È 
primo grado della forma 


bode=:0%, 


‘e quindi avrebbe una sola radice 


Mt 
XEZ — —, 
b 

Supponiamo invece che il coefficiente a sia variabile. e che” 
tenda al limite zero, conservando nell’ intorno di zero. sempre i 
medesinio segno, e cerchiamo quali sono i limiti a cui tendono , 9 
le radici quando a tende al suo limite zero. 


Essendo le radici 


tha PIENA RO —bh+ VB dae 
VT RI _- : 


PAR 2a AOL 9A 2a 





prendendo il limite di ciascuna di esse, supposto d positivo, si 


o? 





#) Se nella frazione si sostituisse ad ogni variabile il suo limite, 


ye 


0 
si avrebbe l’espressione TEA. che non ha significato. 


aa, 








ha rispettivamente : LY FAL 


lima, — ——_— —_— 5 
a=t0 i, 2lima lima TUR 


(—-b+ Vo? — 4ac)(-b- V3°— 4ac) va 





limo,= lim MPA A 
a=+0 az+0 2a(— me V 5? — 4ac) 
2 4ac | 26 e 
alim——————————=" lim een e ATI 
a=t0 2a(— db cdi: Vo 4ac) Pa i pi 4ac | 


| Dunque, delle due .radici, una tende a divenire infinitamente 
| grande del segno di —db o +: secondoché a è positivo o nega- 


È, c 
: tivo, l’altra tende al limite — 3: 


Cosicché quando nel risolvere un sistema di due equazioni a 
‘ due incognite, l’una di 1° e l’altra di 2° grado, se nell’ elimina- 
. zione di una delle incognite si giunge all’ equazione 


to ovvero Bar +C=0 


| ciò significa che nel limite una delle equazioni del sistema ha-per 
| x un valore infilitamente grande; e se si giunge all’ equazione 


00° + 0x + C=0 ,, ovvero: O—=0 


È entrambe le soluzioni del sistema hanno. nel limite per «x valori 
ì infinitamento grandi. 

.  Egual considerazione vale allorquando dall’eliminazione di una 
È incognita, da due equazioni di 2° grado a due incognite, la risul- 
# tante DISALO mancante di uno o più termini dei gradi più elevati. 


$3.— Applicazioni. 


26. APPLICAZIONE AI POLINOMI. Come applicazione delle 
| cose esposte dimostreremo i due seguenti teoremi : 
i 1.° IL limite di una funzione intera 


y= ae + (o /007 alia eitlilolim sil (700° 






| ber x=%, è ® col segno del termine di grado maggiore. 


2 









COVE IT 


Infatti, la funzione suddetta sì può scrivere gi. 9 





0 Cime 
e quindi i | 


B=zx dZw 


limy=lim a” (a, + lim — ci Sp lim +e +lim2 )= lima,®”, 


che è infinito positivo o negativo Seria, che a, è positiva 
o negativa. 
2.° Il segno di una funzione intera 


y==A0"+ a 0! +- e», 


per valori di x sufficientemente piccoli in valore assoluto, 3 
è quello del termine di grado minore. 
Supponiamo dapprima che il termine di grado più bassò 

sia ant 0. Quando x tende a zero si ha 
limy=lim(a,2* tao! +: + 4,_40 + da) 


€-0 


= lima,0*+ lim a,0*14 «--+lima,_;2 + @n 
n=0 ae=0 az0 


e poiché ognuno dei termini del secondo membro, eccetto 
l’ultimo, tende a 0, risulta che 

limy= dn; 

ao 
e quindi per valori di x sufficientemente piccoli in valore 
assoluto la funzione non è nulla ed ha il segno di Oa 

Supponiamo ora che la funziene abbia per termine di 

grado più basso 4,_,2" (con X>0,a,_, + 0). Essendo * 


y=a,1"+-a,0" 14 + +, _90==0" (a H+ a 0A 4a) 


risulta che per x sufficientemente piccolo in valore asso- | 
luto il fattore in parentesi è #0 .e del segno di an_,, 

quindi la funzione y ha per questi valori di il segno del 
termine a,_,0%. Se nh è pari il segno sarà quello di an_,; , 
per x positivo o negativo; se X è dispari la funzione y cam- 
bia segno con 2. ; Ms 


# 





(A 
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‘| col crescere del numero delle cifre decimali del sottrattore 


5 
DI 


| 27. APPLICAZIONI AI NUMERI DECIMALI PERIODICI ED ALLE 

| GENERATRICI. Se di una frazione decimale ‘periodica sem- 

| plice 0 mista (Ariém. ed Atg. IV; 64) si limitano le cifre. 

"decimali successivamente all’ ultima cifra del primo, del 

I secondo, ... dell’ennesimo periodo, avremo delle frazioni de- 

î cimali finite che diconsi 1°, 2‘; 3%,..., n° ridotta della 
data frazione periodica. 


28. Le successive ridotte di una frazione decimale perio- 
dica costituiscono una successione illimitata e determinata 
. di numeri sempre crescenti, che rimangono inferiori al nu- 
mero intero che superi almeno di un’unità la parte intera 
del numero decimale periodico, quindi (Il, a) la successione 


ammette un limite finito. Questo limite dicesi valore della 
. frazione decimale periodica. 


29. Il limite delle successive ridotte di un numero de- 
cimale periodico; che ha per periodo 9, è il numero che - 
sî ottiene sopprimendo le cifre periodiche e aumentando 
di un'unità l'ultima cifra che rimane a destra. | 


Dico cioè che lim 3,25(9)= 3,26 
Infatti, le differenze 


3,26—3,259; 3,26—3,2599; 3,296— 3,25999 ; 


decrescono e finiscono col diventare e restare infinitamente 
piccole. l 

In particolare: 

Lù frazione decimale per iodica 0,(9) ha per limile 1. 

Il teorema suddetto si suole brevemente compendiare 


nelle seguenti eguaglianze, 


9059) =s9,26 © 0;(0)=1, 


omettendo innanzi al primo membro la parola limite; però 


ll ciò non si potrebbe scrivere, essendo che il limite di 0,(9) 


È non sì raggiunge QUZABAN UO sia il numero delle cifre de- 


| Gimali. 


| AMODEO — Complementi di anal. alg. elementare, 3° ediz. 12 




















30. a) In ogni numero POSATO con “Infinite: cifre una 
, unita di un certo ordine decimale è sempre maggiore. 0 
eguale (cfr. Aritm. ed Alg. IV, 54, b) al limite del numero 
decimale espresso dalle cifre decimali che seguono. g 

Così nel numero 


i 


9,313311333111.... è 0,0001 > lim 0,000011333111 ... 
e nel numero | 
0,37299999. . . è 0,001 = lim 0,000999 ... = 0,000(9) . 


Affinché due numeri decimali di un numero infinito di 
cifre decimali siano eguali devono le cifre dell’uno essere. 
rispettivamente eguali alle cifre dell’altro e nello stesso. 
ordine. de 





31. a) Dicesi generatrice di un numero decimale perio. 
dico la frazione ordinaria (se esiste) che ridotta in deci-. 
male riproduce il numero decimale periodico dato. i 

b) Za generatrice di un numero decimale periodico. 
(quando esiste) è il limite delle successive Gi, del nu 
mero decimale periodico. 

Infatti, sia a/b una frazione ordinaria che ridotta in ne 
cimale abbia dato il numero decimale periodico Ve 
scriviamo la successione di numeri 

aa BEAR a a PIVA Aa 


, 


4 


la differenza fra a/b e ciascano di questi numeri é succes. 
sivamente minore di. 4/,g0 AL ‘/}008 3 DL. (3,99 può. 
diventare e restare minore di e e perciò il teorema è vero. 

c) Un numero decimale periodico non può avere due ge- 
neratrici differenti; perché una successione illimitata e. 
determinata di numeri non può ammettere due limiti dif-. 
ferenti (15). I 

d) { numeri decimali Peano che hanno per periodo 9 
non ammettono alcuna generatrice; perché altrimenti la 
successione delle loro ridotte avrebbe due limiti differenti : 
un numero decimale DELtO: e una frazione ordinaria, Sol 
equivalenti. 





dg 


CE 
- 








32. Ta fi erairico di un numero decimale periodico 
semplice, che ha per parte intera zero e per periodo un 
numero qualunque, diverso da 9, è.eguale ad una fra- 
zione ordinaria, che ha per numeratore il numero in- 
tero espresso dalle cifre di un periodo e per denomina- 


i tore il numero espresso da tanti nove quante sono Le So 


del periodo. 

Sia il numero decimale BOMO dico Semplice 0,(83) e sia ajb 
la sua generatrice; siccome dividendo 4 per d si deve ripro- 
durre la frazione decimale periodica data, si deve avere 0 
per parte intera del quoziente, il che importa che sia a <D, 
ed inoltre, arrestando l’operazione ai centesimi, si deve avere 
per resto della divisione nuovamente il Ta Q, per poter 
riavere periodicamente le cifre 8'e 3. Essendo arrestata 
la divisione ai centesimi, il resto (ARCO) centesimi, 


quindi a=dbX<0,83 + sicché moltiplicando per 100 si ha 


a) 
100° 
Cda viva, 


Sottraendo da ambo i ambi di questa eguaglianza il 


numero a, sì ha 


a-9=d-83, ù 


da cui si deduce che . 


a __ 83 
DE 1199 
i, a 3 
‘ Viceversa, se ago ha a:99=0-83, .e poi 


a:100=0-834 4; e poiché a<, l’ultima eguaglianza 
dice che dividendo 4-100 per d si ha $3 per parte intera 


del quoziente ed il numero a per resto (cfr. anche 41). Dunque: 


83 
La [razione 99’ o qualunque altra RR oa essa equi- 


valente, è la generatrice di 0,83). 


Scolio Se si applicasse la medesima dimostrazione alla 
frazione decimale periodica 0,(9), si avrebbe per risultato 


« non una frazione ordinaria propria, ma l’unità e ciò con- 


ferma che il detto numero periodico non ha generatrice, 


LI 





33. La generatrice di un numero decimale” ‘periodico. | 


semplice, con parte intera ‘diversa da zero, è eguale ad “MIA 


una frazione ordinaria, che ha per numeratore la diffe- 


renza fra il numero espresso dalla parte intera seguita 
da un periodo e il numero. intero espresso dalla parte 


intera soltanto, e per denominatore il numero espresso 
da tanti nove quante sono le cifre del pertodo. 


| TRAD .. 8571 —-8 

Dico che il numero 8,(571) ha per generatrice ai 
VO 
Infatti. 8,(571)=8+-0.(571)=3+ dh 


e riducendo intero e fratto ad un sol fratto, si ha 


| 8><999-+571__ 8(1000 —1)+571 








3,(57 l) 7. 999 pol 999 
__8000—8 PST 8071-38 


999 999 


—  Scolio. I denominatore di una frazione irreducidile 
generatrice di un numero periodico semplice non è divi- | è 


sibile per 2, né per 5. 


34, La generatrice di un numero decimale periodico 


misto, con parte iniera diversa da zero 0 non, è eguale 


ad una frazione ordinaria, che ha per numeratore la dif-.‘<3 
ferenza il cui sottraendo è il numero espresso dalla parte 


intera seguita dall’anliperiodo e da un periodo, e il sot- 


trattore è il numero espresso dalla parte intera seguita | 
dall’'antiperiodo, e per denominatore il numero espresso 


da: tanti nove quante sono le cifre del periodo seguiti da © © 


tanti zeri quante sono le cifre decimali non periodiche. 


Dico che il numero decimale periodico misto 13,8(51) her 4 


r generatrice AIAR SR 
ino 990 i | 


Infatti, moltiplicando e dividendo il numero dato per la 


potenza di 10 che ha l’esponente eguale al numero delle: | 


cifre antiperiodiche; si ha. 


13,8(51) x 10. 
10 





13,8(51) = 


» 















per ft 





REI PET 
} x 
3 [99 e oa 


‘e ricordando il n. 


64, 3°, del Cap. X dell’Aritm. ed Alg., 
che si applica egualmente a qualunque numero decimale di 


infinite cifre, il numero precedente 


__18851— 188, ,)_ 18851 98 
col GGI ee 000) 


= 138,(51):10 

In pratica, dopo ottenuta la generatrice di un numero de- 

cimale periodico, bisogna, se è possibile, ridurla a minimi 
termini. 


35. Un numero decimale di infinite cifre, se non è pe- 
riodico, è certamente un numero irrazionale. 

Intatti, se non fosse un numero irrazionale, dovrebbe es- 
sere 0 intero o razionale. Intero non può essere, perché deve 
essere un numero compreso fra la parte intera del numero 
dato e l’intero immediatamente superiore. Razionale nem- 
manco; perché questo, trasformato in decimale, non può dare 
che un numero decimale finito o periodico. Dunque il nu- 
mero suddetto è necessariamente irrazionale. 


36. a) Il numeratore della generatrice di un numero 
decimale periodico misto non può terminare per zero; per- 
ché, se ciò potesse avvenire, bisognerebbe che l’ultima cifra 
dell’antiperiodo fosse eguale all'ultima cifra del periodo, 
ed allora il periodo comincerebbe un posto prima di quello 


ritenuto. Da ciò si deduce che: 


b) Il numeratore della generatrice di un numero deci 


“male periodico misto non può contenere contemporanea- 


mente i due fattori primi 2 e 5. E siccome il denominatore 
contiene i fattori 2 e 5 con esponenti eguali al numero delle 
cifre dell’antiperiodo, ne risulta che nel ridurre la detta ge- 
peratrice a minimi termini (se già non lo è) il denominatore 
conserverà uno almeno dei fattori 2 è 5 con esponente eguale 
al numero delle cifre non periodiche. E quindi : 

c) Il denominatore di una frazione ordinaria irredu- 


| cibile generatrice di un numero decimale periodico misto 


è divisibile almeno per l'una 0 per l’ altra delle potenze 








dei fattori 2 e 5 con 
cifre dell'antiperiodo. 





a 
ta 


37. Tenendo presente che le /razioni ordinarie irredi- E 


cibili i cui denominatori non contengono fattori primi di- 
versi da 2 e da 5 sono trasformabiti in frazioni decimali 


finite *) ed i teoremi dimostrati nei n. 32, 33, 34 di que-. 


sto capitolo, possiamo decidere subito, dall'esame dei fat- 
tori primi del denominatore di una frazione irreducibile, 
quale frazione decimale risulter4 dalla sua trasformazione 
in decimale; e'ciò mediante i seguenti altri due teoremi: 

1° Affinché una frazione ordinaria irreducivile trasfor- 
mata in decimale produca una frazione periodica semplice, 
è necessario e sufficiente che il suo denominatore non sta 
divisibile per 2, né per 5. ia 

Infatti, questa condizione è necessaria per lo Scolio del 
n. 33, ed è sufliciente, perché, suppostola soddisfatta, la fra- 


zione decimale’che risulterà non può essere finita né perio- 


dica mista (36, c) **). 


2.° Affinchè una frazione ordinaria irreducibile trasfor- 


malta in decimale produca una frazione decimale periodica 


mista, è necessario € sufficiente che îl suo denominatore 
contenga almeno uno dei fattori 2 e 5, insieme ad attri fat- 
lori primi, mi | ai: 

Infatti, queste condizioni sono necessarie per i teoremi 
34 e 36; b; e sono anche sufficienti, perché, suppostole sod- 
"disfatte, la frazione decimale che risulta non. può essere 
finita, né può essere periodica semplice (teorema prece- 
dente). ROTA va 


*) Aritm. ed Alg. Cap. IV, 54 e. i 
*#) Il periodo della frazione decimale periodica che risulta avrà tante cifre 


decimali per quante ne contiene il più piccolo multiplo del denominatore 


formato tutto di cifre 9. Così; p. es., notando che - i \ 


Ide 
994: 
999 =3887., 
9999= 3? ..11. 101, 


è facile riconoscere quali sono le frazioni irreducibili generatrici di frazion 
decimali periodiche semplici con periodi di 1, 2, 3, 4 cifre decimali, 
i 


esponente eguale’ al numero delle 


LI 









Eisoolio: se Dione A Dridica ‘mista che ulti 
‘avrà tante cifre non periodiche quante sono le unità del 
‘(maggiore degli esponenti dei fattori 2 e 5 contenuti nel 
denominatore. 








38.. APPLICAZIONE ALLE POTENZE. 

a) Se a>1, é lima"= 0. 
È Infatti, si è dimostrato in Arim: ed Alg. (Cap. X, 100, 
teor. 3° e 4°) che la potenza a”, per a>1l ed n crescente 
può divenire maggiore di qualunque numero N; quindi il 
| limite della potenza suddetta per n = ‘è 0. 


b) Se a<1 e posttivo, è lima"=0. 





i 
sd 


Infatti, ivi si è pure dimostrato che la potenza a", per 
‘a positivo.< 1 ed n crescente, può divenire minore di qua- 
‘lunque numero positivo e; quindi il limite della potenza 
pi per n= 0, è Zero. 
) Se a è positivo, ed n tende a zero, è lima"="1. 
ta si è dimostrato ivi stesso che per a positivo di- 
«verso da l la differenza fra a” e Vunità può divenire mi- 
 nore di qualunque numero positivo e; quindi il limite della 
È Euottiica suddetta, per AE è 1. 


39. Dallo scolio del n. 77 del Cap. III dell’Aritm. ed Alg. è 
noto che 


(h-+ Da <(a +1) — 4! <(k+ Da +1)* 


| e, se si suppone nella prima diseguaglianza a=1,2,3,...,%, 


e nella seconda diseguaglianza a = OF rei BÌ ha 
mormorio i 

SD (C+) <IH pH! abi ai <% i Lt 

BR. (k£+1) qu grti — gti QUEI qRHI i sh n 


B- (|1)n* <@+ 141 pil nti — (n If <(k + 1a 
e sommando si ha separatamente 


LDA+E.. 44 1, 
| mE <( A+... E) 








e, siccome g>1, si ha (38, a) 





e quindi 


de CU+ ++. + M<o4 pi, i 


— pali@+ Mec 






da cui si ricava 


rca) 


e passando al limite, per n crescente all’ infinito, 


1424 ok 1 
lieti i Ia 


. ? A % * Li 
Ma nt! kE+1 (Teor. di Favara Ji 


In particolare: 


PR DARE ct 





i ni TRN, a NOR 
1791 GAL onch ope pay 
lire LO ne 
nn n 4 


(ATALA pr CASO nano un lermine mag- 
giore di qualsiasi numero. i 
Infatti, dalla formola ; 


i 


(Al can Ursini N 
si ha, AIIOVQL= daga 
NZ i NZv 


luz ==10006 via 
NZ ; F ha e 


bh) In ogni progressione geometrica decrescente, prolun- 





*#) Bonaventura Cavalieri da Milano (1598; 1647) dimostrò questo teo- 
rema, che fu la base del calcolo integrale, nella quarta delle sue Zxercita- 
tiones geometricac sex (1647). John Wallis (1616; 1703) estese questa 
SPIA anche al caso di % reale (cfr. per la dimostrazione Cesàro, Vale; 
infin.! p. 115). 








E cas x ie è gie 
























gandota sufficientemente, si può trovare un termine mi- 
nore di qualsiasi numero positivo. 
Infatti, dalla formola 


v 


ARIA bit 
essendo g< L’, sì ha (38, b) 


i . cy . Ut Td 
lima,=a,limg”!=0.. 


NZ na 


41 La somma di'n termini conseculivi di una progres- 
sione geometrica decrescente, per n crescente all’ infini- 
to, ha per limite una frazione che ha. per numeratore il 
primo termine e per denominatore la differenza fra lu- 
nità e la ragione. 

Sia a, il primo termine della progressione geometrica de- 
cI° ISU e g la ragione di modulo < 1; dall’Ari/m. ed Alg. 


Doblo A già sappiamo che 


* 


FETO 


‘Prendendo il limite di ambo i membri di questa egua- 





glianza si ha. lim <p paure lim (1 Gti 3 


ma essendo il modulo di dg <1, lim gue, 





CA | a 

quindi limSt = —— . 
È nn 1 Word q 

La somma dei termini di una progressione IONE 
illimitata' dicesi serie geometrica; se questa somma ha un 
limite, questo si assume come valore della serie. 
Così, per es., la somma degli infiniti VARIE della progressione 
1 


Aa l 
CIS APE 


1 
TREE RO TANZIO 


CELA IT 
EST 


La frazione decimale periodica semplice 0,(23) si può scrivere 


RI VA RE di aa i n) fi 











, 
cioè lim na 


NZw 2 


Analogamente, il limite a cui tende la somma dei termini con- 
secutivi della progressione 





1 1 1 
sete 18 Asa A) va, De pe LE 
raga 9 Tar! 
h) 9 
e lum$ == Er 
nz 1 Mica) 
+3 


Allo stesso risultato si perverrebbe facendo la differenza fra la 
somma dei termini positivi e quella dei termini negativi. 

Si può applicare questo teorema a ritrovare con metodo di- 
verso la generatrice di una frazione decimale periodica semplice. 


nt ai Re AI 


23 23 23 


dog rog ao si 


e perciò risuita essere la somma dei termini di una progressione 


, IAA Ragni, e. 
geometrica decrescente di cui il primo termine è —— e la ra- 


“gione è sh ; quindi G 
23 1 23 99 2 $ 
lim S »=100(!— 100) = 5 0 5- 3 
n=» 100 100, 100 100. 99 È 


42. Dall’essere, per una progressione geometrica decre- 


scente, lim S,= ì d 
» ) #4 
sì dice che la somma dei termini di una progressione geome- 
(rica decrescente è una serie geometrica convergente. 
Invece, per una progressione geometrica crescente, si ha, 





bi 


e quindi la somma dei suoi termini è una serie geometrica ©» 
divergente. 















MISTIANET i i 
187 —. Car." v. - EskRo.. 
HPor una progressione {geometrica di ragione g=l si ha. 
lim S, — limna, =0% , 


. quindi la somma dei suoi termini è una serie geomeltr ica 
| divergente. 

Le progressioni geometriche che hanno la ragione nega- 
tiva, se hanno la ragione > — 1, costituiscono serie con- 
vergenti ; 
se hanno la ragione = —1, costituiscono serie indele;- 
minale ; | 
| se hanno la ragione <— 1, costituiscono serie iîndermi- 

nate, ma divergenti in valore assoluto. 

Dalla divisione di 1 per 1— x si ha 













1 | 1 gti 
— =1+r+e° +eeba+. A 
l-x. lug 
È 1 ; gt! 
da cui —_ (1 +e + e? +o + La) = — 
È 5 lx lex 
le quindi per x< 1 
È ; 
» n lim (1+ | x+ a pt Len Lg = — 
U | =%0 l—-x 
È e quindi risulta che la serie geometrica 
P, 
È ; 1+a pe p+a'bLo'+.. 
È è convergente soltanto quando x è minore di 1 
Ri I | 
i 
ì Esercizi. 
b(—1) 


I. Trovare il limite della variabile a+ 





per n crescente all’infinito. 


2. Dimostrare che, se 2 è variabile decrescente che tende al limite a, il 
2 


limite di G=o)ari è +%, 0 — x secondo che 7 prende valori sempre 
a } 
4 


| positivi, o sempre negativi. 
3-5. Dimostrare che: 


ab . cu Abete? 


lim ——T =@ lim PERETO 
b=vo +0 xo A'+-b'at+e'a? 


a+bx +eco? +dxÈ d 


im ——— =, 
e-0 W4+Vatbc'a4d'a?  d' 





_— 
_ . 


e 
Medgi (I 
€ 


6. Dimostrare che, se il numero #, ha per limite x e se a, b,c,d sono 
dx,40  ax+4+d 
CCOn}+d  cetd 





| costanti, lim 





dalpr gn | 
RSVIE] è pai icona che è maggiore 0 mi. 


. ul S 
nore di 1. i 
“© 
Ì 
s 


7. Dimostrare che den 


8. Dimostrare che il limite verso cui tende la somma 


spern=%, è 1. i 


stata VE ua i 


9. Dimostrare che se nella successione «,,a,,@3, A, 300073 App 





è . A 1 ì (0 
è'e'il'limite di St!" si ha lim (LEI La, 


naz 
An A,_4 


.l0. Dimostrare che il limite della somma 


Pn 


1 Di N: 1 
3 ss tant nona: Pr 
1 ds i 
[si noti che ‘ A O LU Pio 
(2-1) 2n+1) 2n41 2a—- 





ALn DI 
2 (or 


ll. Dimostrare ‘che il limite della somma 








i 

3 i DÀ n sa i 

—_ —— +... + ern= i 

Di 123 1234 T 1:23". (+1)? I 1 

($ A b ) : 
(0) i e2—e]|N e — ‘2 E&E-: Ù 
IRR iO) n ED) 1230 1:2:8-..en(mb1)/ | 









12. Si consideri la successione illimitata @, ,d,,@,,0,;@3 dg; «.. di numeri. 

) + tali che ognuno sia compreso fra i due precedenti, e si dimostri che le due 
successioni d, ; Ag } 43 } ++: 030,03, +... hanno ciascuno un limite, e che, se 

esse hanno lo stesso limite anche la successione data ha un limite che ò 

eguale al precedente. 

13: Dimostrare che il limite della somma ‘ 





1 gi 1 1 TA 


rotta ced ae pro 


1 


0 | 1 hat 
[Sì noti che n (n+1$2) Cr ene Ta (n+1) (n+2) ) | . 


3 $ 
LE vecio V4-roppo GA VPSET: ; 
14. Dimostrare che lim WET ra zioni e Ve TA 
azi Ps 
1- Va8 
Si ponga VE 0 si moltiplichino prima ambo i termini ni per | 


Va 210 2! ‘+1 e poi si dividano per 2—1). 


CO v. = Sa ; 





ld 


15, Dimostrare « BRR che è indifferente assumere come gener : atrice della 
frazione periodica 0 (2 61), una qualunque delle frazioni 


261 261261 
999 999999 


’ 


16. Dimostrare & priori, che è indifferente assumere come generatrice della 
frazione periodica 0,87(261) una qualunque delle frazioni 


87261 — 87 ‘872612 — 872 
99900” 999000 


17-28. Convertire in frazioni ordinarie irreduci bili le seguenti frazioni de- 
uan) periodiche 


0 ,36) + 0,(135) ; 1 1): : 0,0(51) ; 0,3(148) ; 0 ,11(86) ; + 5,187) 30 ,4(65) ; 
0,0087(93) ; 11,2(87) ; - 





è i 283 i I 
BRIN An 0,(012345679);  R. 
29-35. Trovare il limite delle somme seguenti : 
II I Le 
"0 Li TN, rt 
n, 1‘ 
di 7 i —.}; 
+atiat dat I Too! 
63 63 63 i 7 
nani gl papa 00 3 R. — ; 
a "i: si t RI sa LUNE 
5 
R. rad HA 
+ pt + te (00 1 
i : 10 
0;(012345679) + 0,0(012345679) + 0,00(012345689) +... , Rioni 
j 1 1 L ii n i R 10}. 
Lato SETTARE TILL) Vara Bpm o 
VICTOR 70 
0,(63) — 0,0(63) + 0,00(63) — 0,000(63) + «.. R. gii 


86-39. Trovare il limite dei valori di ciascuna delle seguenti espressioni: 








Sh O Lo (ART 88 
|0,(86) :1,781X5,9@):8,072 5 (573) Q EX SO 2) 
(i 18: 25K1,2Y 310101 X0,1(01) 
DO 4,(1) + GA 3.25 Ho) 2,(15) 
3 iRodo 
Do DIS X 2,281) 9NC5.(45) —l 
È; ita ERP e de ASTI us 
CAI, 26) -X8, 2(81)—2 e —  Bi(A5)Y)+-3XK1,(45) 


ir Vi 


luonie 





divisore di un numero formato di cifre tutte eguali a 9. 


41-44. Senza sviluppare in decimali ta trazioni na ; i ; ni Da, determinare 
i periodi delle frazioni decimali da esse generate. s 
45. Trovare i denominatori delle frazioni ordinarie irreducibili che sono 
generatrici di frazioni periodiche semplici con periodi di 1, 2, 3, 4, 5 cifre, 
R. 3,9; 11,33,99; 27,37.111,333,999; 101,303,909,1111,3333,9999; ... 
46-19. Trovare i denominatori delle frazioni ordinarie irreducibili che sono 
generatrici di frazioni decimali periodiche miste aventi: 1.0 una cifra non pe- 
riodica ed 1 periodica; 2.0 due cifre nen periodiche ed 1 periodica; 3° una 
cifra non periodica o 2 periodiche; 4.° due cifre non periodiche e 2 perio- 
diche; ecc. ecc. R. 1°2:3,2:9,5:3, 59, 2-53 2-5-9 ; ecc. 
59. Dimostrare che ogni numero intero n è divisore di un numero 
da una successione di cifre 9 seguìte da diversi zeri. x 
SI. Se il denominatore d di una frazione irreducibile a/b è primo con 2, 3, 5, 
questa frazione è generatrice di una frazione decimale periodica semplice 
di cui il periodo è divisibile per 9. 


fu 


espresso 


1 l 
n’ n+1 n+2 
è generatrice di una frazione decimale periodica mista. / | 
53. Il prodotto di due frazioni decimali periodiche semplici pr 
frazione decimale periodica semplice. 1 
| 54. Se due frazioni irreducibili hanno il medesimo denominatore e si ri- 
ducono entrambi in decimali, i periodi delle frazioni ottenute avranno lo 


stesso numero di eifre. (Si considerino le frazioni 1/b e a/b e si es 
separatamente i casi in cui d è primo con 10 o non). , 


52. Dimostrare che, se n è intero, la somma delle frazioni 





aminino 


m 
55. Se-una frazione ordinaria — è generatrice di una frazione decimale 


Pp 
periodica con p — l cifre nel periodo, disponendo queste cifre in cerchio ad 
egual distanza la figura ottenuta dalle cifre sarà indipendente dal numera- 
tore m. 


56. Se a/b è una frazione irreducibile generatr 


ice di una frazioue decimale 
periodica semplice con p cifre decimale, la 


somma dei periodi delle due fra 


SAI Meer gara Peg bt Un 
zioni decimali periodiche generate da — e 





è eguale a 102—=] . 


Determinare il valore delle segnenti serie geometriche : 


l Dt l 
SIL gi drei 


TIA TRI 
ol +-+ 





5 5I BI 00,0 ; 
EER ER 
sot art pigra obi RIS 
a a db an4%b 
PN Cruzer Praline ci i 


Sai iaia i iii 


oprie, è una. 





vd 


40. Dimostrare che un numero non divisibile per 2, né per 5, è sempre 


Dr 


A 
N 


SD ded 


SR e 


STR 


Mec 





Resta 


\ csf hi fi gita pi z WI "A 6 DI PIRO GI SOTA 
4 se "rv; I IA b ; «13 pe Da 
a T4Z4s SR Eten 


Bi | 62, Trovare il limite sn delle frazioni . he: 
, ; i 
CSA ui +7 uti n ' 


VARE di cui i numeratori formano una progressione aritmetica ed i denominatori 











|| una progressione geometrica. sent) 
di NO: 
PI (Si decomponga la serie’in infinite progressioni geometriche decrescenti | Rio 
|| si trova che il limite è 2). Len 
I - tt, 
) x “ai 
R; Z 
fl, ) 
| de - 
lo - 4 
“ ,) - 
Be * . i 
fà 
i 3 
\ 
% 
i 
n } 
î 
RR 
LI i 
du 
3 1 i” 








CAPITOLO SESTO. * 


DIAGRAMMI E LORO APPLICAZIONI. 


$ L— Coordinate cartesiane ortogonali. 
nel piano. Diagrammi. i 
I. COORDINATE CARTESIANE ORTOGONALI NEL PIANO. La rappre- 
sentazione che abbiamo mostrata al n. 9 del Cap. II dell’ Ar:7/72. 
ed Alg.peri diagrammi delle funzioni porta il nome di rappre- 
sentazione in coordinate cartesiane ortogonali *) dal nome 
delmatematico che mise in luce il vantaggio che questa arreca 
alla scienza 
‘ matematica. 


XX,YY' per- 
pendicola- 
ri fra loro 


Avia So iaia 
iii ia 


x 3: 


SA 
De 
3 

x 


si 

i 

î] 
Ss 
a 
2A 
Hi 
54 
H 





più precisa- 
mente XX' si 


le ascisse, 
Vo SLdra 
asse delle or- 
dinate. Qua- 
lora i due 


| 


pra 


Re 





no eguali fra 
loro, la carta quadrettata millimetrica può servire util- 


*) Il gran vantaggio che si ottiene dalla rappresentazione dei punti me- |. 
diante le coordinate fu da Réné Descartes (detto italianamente Car-. 
tesio) (nato a La Haye, 1596; 1650) fatto conoscere con la sua Géométrie è 


pubblicata da lui come quarto libro dei Principii di filosofia nel 1637, 


sì chiamano 
assi delle. 
coordinate e 


dice asse del-. 


segmenti uni- . 
tà sì prenda- . 


ETTI IRENE 


pi 


si 


Le due rette d 


bai 


dit 


no MA ie 
WS: BE 


rd 














SCARSI 


fmente allo SCOPO. per trovare i punti delle funzioni corri- 
| spondenti ai diversi valori della variabile. 

| Le distanze BM, AM di un punto M da XX', YY' sono 
le coordinate del punto M. La BM=0A è l’ascissa, la 
AM=OB è l’ordinata ; esse sono date dalle distanze di A 
\eB da O e quindì dalle coordinate di questi punti nelle 
corrispondenti scale. 

«© Dato un punto. M sono quindi determinate le sue coor- 
 dinate mediante due numeri, e se le coordinate di M sono 
12 e 3 il punto M si dice di coordinate 2,3, 0 puntò (2, 3), 
| scrivendo prima l’ascissa poi l’ordinata. 

. Viceversa, date le coordinate di A e B, è determinato 
il punto M. dall’incontro delle perpendicolari elevate da A 
‘e B ai rispettivi assi. Le coordinate dei punti dell’ angolo 
PXOY (1° ang.) sono entrambe positive; delle coordinate dei 
. punti dell’angolo YOX'(2°ang.)l’ascissa è negativa e l’ordinata 
è positiva; le coordinate dei punti dell’angolo- Y'OX' (3° ang.) 
| sono entrambe negative; e delle coordinate dei punti dell’an- 
\golo Y'OX (4° ang.) l’ascissa è positiva e l’ordinata negativa. 
È La costruzione qui indicata per trovare il punto M di 
coordinate 2 e 3 coincide con quella indicata nel n. 9 sud- 
detto per trovare i punti del diagramma. 

In particolare i punti di ascissa zero sono tutti i punti 
‘dell'asse YY', i punti di ordinata zero sono i punti del- 
rasso XX, il punto (0,0) è l’origine O *). 

i Per abitudine l’ascissa di un punto si indica con & e > 
ordinata con y. 


















p:°) È bene però avvertire che gli assi di coordinate possono avere. un’in 
| clinazione qualsiasi e non già essere assolutamente ortogonali. Come pure 
csi deve avvertire che si può 


/ 
| generalizzare, la nozione di, i n 
[ vordinate nel piano, o su i 
«di una superficie, immagi- tt A 
‘mando su questa una serie 
‘di curve tali che due conse- 
l'eutive restino vicine senza 
l'incontrarsi, e distribuite in 
(modo che si possano attribui- i 
re ad esse a partire da una Miao SO 2 OO, 


qualunque in un sensò i nu- 
meri 0,1,2,3,... e nell’altro -1,-2,-83,.... Questi numeri si pos- 





d AMODEO — Complementi di anal. alg. elementare, 3% ediz. | » 13 
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Di RAPPRESENTAZIONE. GRAFICA DI UN FENOMENO CHE DIPE) 
DA UNA SOLA VARIABILE. ESEMPI DI DIAGRAMMI. Allorquando si 
è parlato delle funzioni (4774, ed A/g. II) si ‘sono dati degli. 
esempii di funzioni per le quali la relazione fra la variabile e | 
la funzione non è esprimibile mediante operazioni aritmeti- | 
che, come a dire, il prezzo del grano sul mercato, la variazione | 
di temperatura di un ammalato febbrile. Queste relazioni si. 
possono rendere visibili a colpo d’occhio con l'uso delle | 
| coordinate, mediante i diagrammi. — sì: 
| Prendiamo ad esempio la variazione della” febbre di und 


sono considerare come ascisse di tutti i DIRSbA della curva cui il numero appar- 
tiene. E quindi se si stabi- 
lisce sulla superficie un’al- 
‘tra serie di curve vicine | 
l’una all’altra, ciascuna del- 
«le quali incontri una volta | 
ed una sola ogni curva della 4 
prima. serie e si numerano i; 
queste curve come quelle _ 
della prima serie; si verrà | 
a formare una rete in cui 
ogni nodo essendo interse- 

zione di due curve è individuato dai numeri delle curve che ci DARSBHE.| 
Queste si dicono coordinate curvilinee: 





Inserendo'fralecurve di ogni serie altre curve, numerato de numerirazionali. 
ordinatamente, si perverrebbe a stabilire la posizione di ogni punto della su-- 
perficie con due soli numeri, come si è fatto per le coordinate cartesiane... 

Non altrimenti si fa per determinare i punti della superficie di una sfera | 
mediante le coordinate geografiche. La prima serie di curve è rappresentata | 
dai meridiani, la seconda serie di curve 
dai paralleli; il meridiano principale è 
quello che si dice lo zero dei meridiani, 
e l’equatore è lo cero dei paralleli, con la 
sola differenza che sul meéridiano si fis- 
sano i gradi da 0 a 90 e da 0 a —90 dal- 
l’equatore ai due poli e questi numeri 
segnano la latitudine, e sull’equatore si 
fissano i gradi da 0 a 180 e da 0a —180 
peri due emisferi orientale ed occidentale 
e questi numeri costituiscono la lZongitu- 





dine. È da avvertire che a ciascuno dei 
due poli non compete alcuna longitudine, 
perché inessi tutti i meridiani concorrono. 
La posizione di ogni punto M della superficie sferica è assegnata dal numero 
che spetta al meridiano che passa pel luogo (longitudine) e dal numero che | 
spetta al 1 parallelo che passa pel luogo (latitrazine)) i 





' RESI Îa Piiinite: è dii tempo dSprasso in i giorni, in ore, 
“o in periodi equidistanti (p. es. mattina e sera), la funzione 
è la temperatura segnata dal termometro. Sull’asse delle 
| ascisse si rappresenteranno i giorni con le suddivisioni 
È adottate, sull’asse delle ordinate i gradi del termometro. 
i Supponiamo che di un ammalato si siano prese le seguenti 
© osservazioni : 


1° giorno, mattina 38.5 sera 37.2 


D Pole » INTARSI 
È 0 o (OL + -383 
x | 4°» Poni Boe aid 978 
IS INA di NI SR Er pe o 
È 6° » SITTER RO OO 
preti ogni osservazione mediante le sue coordinate si 






“avranno i punti che si VETO indicati nella. figura seguente, 
ficcho'evi- 

È dente che Bar porone pa pormi 
| se il. ter ba 
. mometro È, 
Î si fosse [i 
H applicato È 
j all’amma- pi 
. lato nelle 

| ore inter- 
| medie si; 
È sarebbero 
| avuti al- 
tri punti | 
















| esesi ap- 
| plicasse il È 
| termome- 4 
| troincon-i... 

. tinuazione 

© o si osservasse la iena a intervalli piccolissimi di 
A tempo, i punti sarebbero così vicini l’uno all’altro che for- 
© merebbero quasi una linea sola, che darebbe l’idea a colpo 
| d’occhio della variazione effettiva fatta dalla febbre. 











SEAT n 

lora si congiungano le osservazioni. consecutive. con tratti È 
rettilinei bastano a.dare al medico la cognizione dell’anda-' 
mento della febbre dell’ ammalato, il suo crescere il suo | 
diminuire, ed a caratterizzare il tipo della febbre. 4 
Questo che quì sopra abbiamo disegnato è il diagramma 

di un tipo di febbre di tifo addominale. A 
Per le osservazioni barometriche degli osservatorii me-i34 
teorologici, si ricorre «a speciali barometri che fanno muo-'. 
vere una punta di lapis che segna il grado della pressione — 
sopra una carta che si arrotola intorno ad un cilindro | 
verticale che compie con movimento automatico un giro in È 
una settimana. In tal caso l’appareechio registra la pres- È 
sione atmosferica di ogni istante, e perciò basta dare uno 
‘sguardo alla carta su cui il lapis ha tracciato la curva per. 
avere la cognizione esatta della variazione della pressione 
atmosferica in quel luogo. La figura seguente mostra una. 
di queste carte. 
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MR METTRE SOUS 
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In essa le ascisse sono rettilinee, e O, delle « cir-o A 
conferenze quando la carta è avvolta sul cilindro: le ordi- | 
nate sono curvilinee, perché devono essere tracciate sul ci- 
lindro da una punta di un’asta che rota intorno ad un punto. 
fisso in un PI) verticale. Sulle ascisse si leggono Ì giorni. 
e le ore di 2 in 2, sulle ordinate si. legge la pressione atmo- è 
sferica in centimetri colle suddivisioni in millimetri; (o cnee 

La linsa tracciata dall’apparecchio registratore mostra. | 





4; Calicemento RERDA stata ad ogni istante la pressione at- MAE 
| mosferica nell'Università di Napoli dal 25 Aprile al 2 Mag-- 
gio 1910... 

. Analoghe registrazioni si fanno per le variazioni di tem- 
| perature, per gli stati igroscopici, per le pressioni ih Va: 

pore delle caldaie delle. macchine, ecc. 

Diagrammi analoghi a questi si fanno per le statistiche 

. dei prezzi delle derrate, per le nascite, per le morti degli 
abitanti di un:paese, ecc. 





$S2.— Rappresentazione del binomio 

fi A di 1° grado.. 

è .3. FUNZIONI LINEARI. Il binomio di 1° grado, detto altri- 
. menti funzione lineare, è. come sappiamo 


y=4% ER Ò ’ 
‘ci proponiamo qui di cercare qual’ è il suo diagramma. 
Cominceremo.da un caso semplice, quello cioè in cui sia 
b=0; cercheremo cioè la rappresentazione di 


ROBBIO nl y=02 . 


Se g=0, anche y=0, quindi il punto O fa parte del ; 
. diagramma di questa funzione. Se 2=1,y=a quindi il 
‘ punto A=(1,a) appartiene 
. aldiagramma;oraiodico che 
la retta OA è il diagramma 
. della funzione. Infatti, se M_ 
è un punto di questa retta ed 
 M'il piede della ordinata sua, 
| idue triangoli simili OMM, 





| OA1 danno la proporzione E 

È i SO MEU al 

È: MMS LA*CA 

i OMERO 

; e quindi se indichiamo con Yo 

f V ordinata M'M e con, 1 ascissa OM’, si ha si =F , e 
è, 0 








quindi Y=4%,; dunque le coordinate di M soddisfano la 
funzione y=-ax. La stessa osservazione vale per tutti i 


+, 





Duni della retta OA; quindi ogni n di OA ea a 
al diagramma della funzione y= 03. Per ogni altro punto 


R, non appartenente alla retta OA, il rapporto nt 4 , e 3 
quindi le coordinate di R non soddisfano la funzione y=4%. i 

Dunque il luogo geometrico delta funzione y= ax é la | 
retta VA e-sì dice che la funzione y= ax è rappresentata. si 
dalla retta OA, ovvero che la retta OA è il diagramma della È 
funzione y = a4. 

Se il coefficiente a è positivo la retta OA AVianeri gli 4 
angoli 1° e 3°, se @ è negativo il punto A capita nel 4° an- | 
golo, e quindi la retta attra- | 
versa gli angoli 2° e 4°, 

Per es. la funzione y=85 



































re e e n re e 


ha per diagramma quello rap- < 
presentato dalla figura qui af 3 
‘fianco, cioè una retta che passa | 
pel punto O e pel punto (1,8); | 
la funzione y= — 2x ha per | 
diagramma, quello rappresenta- i 
to dalla seguente figura, cioè 
una retta che passa pel punto 
O e pel punto (1, — 2). 53: É 
Il coefliciente & si dice co- | 
efficiente angolare della ret- 
ta, perché esso essendo —i 
rabpresenta la tangente del- 
l’angolo XOA, che la retta | 
forma coll’asse dell’ascisse, 
ilquale angolo è acuto se @ 
@ positivo, è ottuso se: a è. 
negativo. de @ 
Quando a=0, il punto A | 
coincide con 1, e la funzione, | 
che si riduce ad y=0, è rap- 
presentata dalla retta X'X;. 
quando a, restando positivo, aumenta, la retta VA rota ih 
torno all’origine O nel senso XOY, ed a misura che il punto | 
A si eleva la retta OA tende ad avvicinarsi ed a confondersi 
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Dia 4 


SI 


























| con l’asse OY della 
| te + co, la retta OA ha per posizione limite la retta OY. 
| Se a è negativo e si fa crescere il suo modulo indefini- 


— tamente, la retta OA roterà nel senso XOY' e tenderà a 


FIERE EEE 








ALA 


wet 





U) #01 


endente 


ig. a p.197, sicché per a al limi 


prendere la posizione OY”, cioè la stessa che OY. 
Dunque se a varia da — o a + la retta OA roterà 


‘dalla posizione OY' passando per OX alla posizione OS. 


Ogni punto della retta OY ha per ascissa 0=0, e vi- 


“ceversa, qualunque punto che soddisfa alla condizione sud- 


detta, appartiene all’asse OY, dunque l’asse OY ha per 


“equazione <= 0. E questa equazione è appunto quella che 
si ottiene da y= ax nell’ipotesi che & tende a divenire 


° 0, poichè dividendola per a si ha rie , e per:a ten- 
A } 


dente all’o si ha nel limite 0= «. 


.. Quando a —1 ele unità dell’ascisse e delle ordinate sono i 


eguali, la retta prende la posizione della bisettrice dell’an- 
golo XOY; e se invece a= — 1, la retta prende la posi- 
zione della bisettrice dell’an- o 

golo XOY. 
Se due rette OA,OA', rap- | 
presentate da y=a0,y=4%, Bia | 
| 


ve 


IRNERIO DE TUA 
y Pd I 
4 15 

da 





ge 


s 
P 
te - 
4 x - 
Poe #0, (2905 PN, 
e RCA 
ù a 
CHL i 
by * 
sE 


sono fra loro perpendicolari, 


x _ 
pato È 

sante 

pe A PMI 


dal triangolo AOA', rettan- 


; Pai ì» È) 

” . . wi 38 gi A 

golo in A, si deduce (tenendo - Pr e Î 
conto del segno diverso) che (È ARR. se 
MAx<MA'=—0M?, cioè che o ou î 
aa=--1. Dunquelacondizio- | co PO (USE “ 
ne aa'=-1, ovvero a0'+1=0 i a w #0 
rappresenta la condizione ne- ile a 


cessaria e sufficiente aflin- 
«ché le due rette OA, OA' siano perpendicolari fra loro 


4. Esaminiamo ora la funzione lineare cenerale 


(IRE Ti Cia Ai 


| Paragonandola con la funzione y,=@r, si vede subito 
che le funzioni y ed y, differiscono per una costante d, e 


+ 






n e 







[IA x, 

did, 

SRO mini acari 

xd . SERGE 


ii Se 


segmento OC diSbi, ordinata nono 


no” 

della gi b=06; si 
hanno i punti della fun- | 
zione. y= a +b. Sio 
ottengono dunque i pun- 4 
ti del diagramma. di 
=a%+%, facendo su- 
bite alla, retta OA una ‘| 
traslazione equipollente | 
ad OC, e perciò il dia- | 
gramma è una retta pa- 
rellela ad OA, che passa | 
per il punto c=0, DIE il 


























Esempri. 1.° Rappresentar egra- 
ficamente la funzione y=2x41, 

Ber: ie 20/4 ha y=1; e 
quindi il punto C. 

Per x=1 si Hay e=8 e 
quindi il punto A. i 

Dunque la funzione è rappre-' 
‘sentata dalla retta CA. Essa in- 
‘contra l’asse XX' nel punto B 


; I 
di ascissa. — Ii che si ottiene 





ponendo nell’equazione Ye 

















92. ‘ Rappresentare graficamente la d 

: ui : 
funzione y=:3 — | n. 

Per «=0 si ha (70 © quindi | 
il punto BR. x 

Per a=2 si ha y=—2, e in 
di il punto C. | 

Dunque la fanzione è ci 
tata dalla retta BC.. Essa incontra 
l’asse XX' nel punto A di ascìssa 4 


(5h che si ottiene ponendo YI 











OOO: 


Cap. VI —$2. 
i \ i a | 1 13) 
3.° Rappresentare graficamente la funzione y== — — a — 3. 


2 


Pa 


Per a=0.:sìi ha 
y= —8, e quindi il 
punto À. 

Per x=1 si hu 
y=—-8°h, 
il punto C. 


e quindi 


Dunque la funzione 
è rappresentata dalla 
retta AC. Essa incon- 
tra l’asse XX' nel 


punto B di ascissa 





— 6, che si ottiene 
por =0. 


5. In generale, ogni equazione lineare delitipo ax+by=c 
rappresenta una retta; poiché essa si può sempre scrivere 


‘fe a C 
sotto la forma y=—- —LKt+-.. 
0 b d 
Ponendo 2=0 si ha y= 3 e questa e la parte intercetta 


dalla retta sull’asse delle y, cioè Vordinata all'origine ; 


D 


ponendo y=0 siha ax=—, e questa è la parte intercetta 


2|a 


dalla retta sull'asse delle .r, cioè 1’ ascissa all'origine. 


6. RISOLUZIONE GRAFICA DELLE EQUAZIONI LINEARI. La risolu- 
zione dei sistemi di equazioni lineari numeriche a due inco- 
gnite si può ottenere graficamente, in generale con una suf- 
| ciente approssimazione, servendosi della rappresentazione 

grafica delle equazioni. i 

Sia da risolvere il sistema delle equazioni 


ax + by = € 
d'a+by=C . 

Si è visto che ciascuna di queste equazioni è rappresen- 
tata da una retta, che si può facilmente costruire con la 
carta quadrettata. Le rette rappresentano ì luoghi dei punti 
di cui le coordinate soddisfano le due equazioni; quindi il 











punto comune alle rette ia. la. soluzione comu detta 
alle due equazioni, e perciò basta tracciare le rette e tro- c 
vare le coordinate del putito d’intersezione.. 

EsempIO. Trovare la soluzione comune alle due RITA : 


da —- y=383 
H+ 2y (89, 

La prima delle equa-. 
zioni è rappresentata ‘ 
dalla retta AB che 
passa per i punti 1 e 
— 3 degli assi; la se- 
conda è rappresentata 
dalla retta CD, che 
passa per i puuti 8 e 

* 4 degli assi, 





Le due rette si in- 
contrano nel punto ‘M, di cni Je coor linate sono 2,3; quindi la 


soluzione comune è ds: Rei apo 


7. Se una retta di equazione | 
YyZULA D 


Lilo 


é ) fiv; e 
passa per i punti A={w,,y),B-=(,,y,); devono verifi 
carsì le due identità i % 


Xx 
Y,= 4%, 4 D 
Y=0X,+0d, 
e quindi, sottraendo, 


Va 


Y\—-yYy,= (0, — x,) 

e perciò, supposto x, + %,, 
VU\—Ys__CB 
e,-X%, AC 

Da ciò si deduce che: 

Il coefficiente angolare di una retta, non paralleta, al- 
l’asse OY, è eguale al rapporto delta differenza delle ordi- 
nate di due suoi punti alta differenza delle ascisse degli * 
stessi punti, prese nello stesso ordine. i Rio 
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;’da, per asse delle 
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Nel caso che fosse 2,=%,, i due punti A e B avrebbero la 
stessa ascissa e quindi la retta AB risulterebbe || all'asse 
OY; in tal caso ogni punto della retta ha per ascissa x, e l’e- 


‘ omazione della retta è c=2,, manca cioè della variabile y. 


8. APPLICAZIONE ALLA TOPOGRAFIA. PENDENZA. Dicesi pen- 
denza di una strada rettilinea il rapporto fra le quote di 
due suoi punti alla distanza orizzontale di questi punti. Se 
una strada rettilinea parte dalla quota di 50 metri e arriva 
alla distanza di 300 km. alla quota di 62 metri, la pen- 
denza della strada è data da 


_ 62—50 _ 12 4 1 


300477 30000100 ..125,) 
Si dice che la pendenza dell tai dae 114° 
Si dice che la pendenza della stra a è 5 o 2 pali 
SEseepPondo Pelo cur 
origine delle coor- ; 
dinateilpunto Odi 2g 
origine della stra- gle 
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Carta p\ Bd 
ae in 


x.la sua proiezione 
sul piano orizzontale e per asse delle y la verticale nel punto 
O: la sezione della strada sarà rappresentata come qui si 


vede nella figura, e la sua equazione è y more da ciò 
. ° 5) 3 

‘si deduce che la pendenza della strada coincide col coeffi- 

ciente angolare del diagramma della sua sezione verticale. 


9. APPLICAZIONE AL MOTO UNIFORME. È noto che l’equa- 
zione -del moto uniforme nella sua espressione più genera- 
1605 CRETA GAMA Ba e SP 

Tracciati i due assi di coordinate OT,08, se rappresen- 
tiamo Sull’asse delle ascisse il tempo, e sull’asse delle or- 
‘dinate lo. spazio, e prendiamo eguali i segmenti unità (con» 
la quale convenzione possiamo far uso della carta milli- 
metrica), l'equazione suddetta, che è pure lineare, ha per 
diagramma una retta. 

Dunque il moto uniforme è rappresentato da una retta. 








Quando l’equazione del:moto uniforme è 
SV, 

cioè quando £,=0, s,==0, l’origine del VA, del moto è BOI 
e l’origine dello spazio è pure 0; 
in tal caso il moto è rappresentato | 
da una retta passante per O, di cui 
v è il coefficiente angolare. Cosic-. 
ché la velocità v del moto uniforme 
rappresenta la tangente dell’an-. 
golo che la: retta fa con l’asse 
delle ascisse, e quindi quest’an- 
golo aumenta col crescere della 
velocità. Un moto più veloce di 
un altro è rappresentato da una 
retta che fa coll’asse OT un angolo maggiore. A 

La quiete è rappresentata .da una retta che forma angolo 27 
zero coll’asse OT, cioè || ad OT. 

Quando l’equazione del moto uni- 





forme è ‘s=ot +5, 
cioè quando 4==0 ed s,t0, SOB 
rappresenta lo spazio all’origine del 
tempo, e la retta che rappresenta 
questo moto passa pel punto B. 
Nel caso generale in cui anche 
is 140, nel qual caso al tempo &, il 
mobile si trova alla distanza t; dl 
l’origine, la retta che rappresenta il moto s=v(f- è +5, deve 
passare per il punto A ASILSS) 
e se B è il punto determinato dal 
moto al tempo , la retta AB rap- 
presenta il moto. Dalla equazione 


| suddetta si ricava 





nr 
Siccome it, è l’intervallo di tem+ 


po fra gli istanti 4, e /, ed s—-s, € lo A 
iPazio percorso in questo intervallo, sì può. conchiudere che: ; 




















SLA BElOCItÀ del Vota no è eguale al quoziente della 
misura dello spazio percorso durante un certo intervallo di 
tempo diviso per la misura di questo intervallo di tempo. 


10. DIAGRAMMI DELLE STRADE FERRATE. La rappesentazione 
grafica del moto uniforme è utilizzata dalle compagnie fer- 
roviarie, per dare agli impiegati sotto una forma comoda 
e.chiara il quadro delle corse dei treni sopra un percorso 
determinato. 

Per semplificazione s sÌ ammette che fra due Sion con- 
secutive il moto del treno sia uniforme; nelle fermate lo 
spazio non muta mentre il tempo aumenta della durata 
della fermata. 

Cosicchè la corsa fra le due stazioni è rappresentata da 
« una retta inclinata all’asse del tempo, e la fermata da un 
| tratto parallelo all’asse del tempo. 
| Supponiamo per es. che nel quadro si DONE il mi- 

nuto con 1 mm e il km pure con 1 mm, la velocità riferita 
al km ed al minuto sarà rappresentata dalla tangente del- 
‘ l’angolo:che la retta. che rappresenta il moto del treno farà 
.con l’asse del tempo. 

Nella figura seguente rappresentiamo le corse di tre treni 
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sulla linea Napoli-Portici: uno di viaggiatori e due di merci. 
La corsa del treno viaggiatore e espressa dalla linea ABCDE; 
esso parte da Napoli alle ore 8, percorre 5 km in 10’, sosta 






l'a S. Giovanni a Teduccio, percorre altri 3/km in 7°. | 
ferma nella detta stazione per proseguire dopo 2' di fermata. 

La corsa del treno merci da Napoli a Portici è rappre- 
sentata dalla linea FGHIK ; esso parte da Napoli alle ore 
8 e 5', percorre 5 km in 35’, sosta 3' a S. Giovanni a Te- 
duccio, impiega altri 17' per giungere a Portici, ove sosta 
altri 3' per proseguire poi. La linea LMGHN rappresenta 
la corsa di un treno merci. che da Portici va a Napoli. 
Esso parte da Portici alle ore 8 e 10’ impiega 30’ da Por- 
tici a S. Giovanni, ivi si ferma 3' e poi procede per Napoli 
ove arriva dopo 42’ alle ore 9 e 25°. 

La linea LG interseca la linea CD in M, e quella inter- 
sezione indica che il treno viaggiatore di andata e quello 
mercì di ritorno si incontreranno fra S. Giovanni e Portici 
alle ore 8 16’ alla distanza di 600 -m da Portici. 

La figura seguente rappresenta un quadro di corse vere 
di treni fra Salerno e Mercato S. Severino tra le ore 0 e 
7; ogni ora è divisa in 6 striscie di 10' ciascuna, e per dare 
all’impiegato una precisione maggiore di quello che potreb- 
».} presentare il disegno, ogni tratto della corsa è fornito. 
di due piccoli numeri che indicano i secondi che occorre 
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‘aggiungere alla striscia precedente. Così, per esempio, il 
treno 8103 parte da Mercato S. Severino a 1° e 10, giunge 
a Fisciano 1* e 21", riparte a 22’, giunge a Baronissi a 
28, riparte a 29, giunge a Pellazzano a 1" e 387, riparte a 
l" e 40' per giungere a Fratte a 10" e 56" ed arriva a Sa- 
le'no a 2" e 5‘. Si noti che ogni tratto della corsa si fa ter- 
minare con due trattini verticali, messì per meglio indicare 
il punto in cui il tratto incontra la linea della Stazione. 
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8° 3 — Diagramma ‘dei trinomio di =. ° grado 


ai 
ti Y 


Me y=ax' + ba +e. i 


I. DIAGRAMMA DELLA FUNZIONE y = 02. 
La funzione y=? è soddisfatta dalle seguenti coppie 


di valori : 





ca 0 ny == 0 : 
e=t11  y=1 
0 e d8 y=9 


. . . . . . . 


‘== —100 y==10000 


.° . . . . . TS 


Pa E si rileva da ciò che 
la linea del diagramma 


«| e simmetrica rispetto 
W\.all’asse OY, è. si trova 
«tutta da una parte del- 
(| l’asse OX. 
Nel caiupo negativo di 

la positiv a, e diminuisce A ro dell’ascissa 2°. 

fino a diventare zero quando .c diviene eguale a zero. IC 
““ si dice perciò che la ESCE è decrescente’ a sinistra 
di O. 

Nel campo positivo di x la y°è positiva e aumenta col- 
l’aumentare dell’ascissa, ‘e si dice perciò che la funzione. - 
è crescente a destra di O. | 

Dal tri angolo rettangolo 0QP, si ha 


ce > 





fed 
M 








2 
tg POQ = TA a 


n Pe 


nai l’angolo QOP diminuisce col diminuire di 2, e di- 
viene zero quando 2=0, cioè la corda OP coincide con n 
l’asse OX quando P coincide con O, e perciò OX è lan- 
gente alla curva in O. I sl? 


® e 
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| Siechè l’andamento del diagramma della funzione y=0 x 
è quell» disegnato nella figura, e si può ottenere facilissi- © 
malueute con la carta millimetrica. Variando l’unità di i 
misura si ottiene un diagramma più grande o più piccolo 
ma tutti sono simili fra loro. 
Questa curva si dice parabola : il punto O si dice vertice 
della parabola, l’asse OY si dice asse detta parabola, l’asse 


OX è la tangente al vertice Arr 


della curva. 
12. Per la funzione g=y ti 
del precedente rotato di un 


quarto di giro nel verso-del- 
le lancette dell’orologio. 
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13. La curva gy=— a? differi- 
sce dalla precedente y=x* per 
il segno della y, che è sempre | 
negativo, quindi essa è la sim- 
metrica della prima figura ri- 
spetto all'asse delle x; ovvero 
è quella che si Ottiene rotando 
la prima di mezzo giro intorn 
ad O. i 





il diagramma sarà lo stesso © 


14, La funzione y= aa? ha un diagramma simile al pre- 
cedente. Difatti, dalla data funzione si ricava ay (ARIEISO 


e quindi per 
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Maid i) == — 
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per .@ e per y si ha la stes- 
sa curva di prima. 

: y=102? nella sca- 
la in cui l’unità è il centi- 
metro ha per diagramma la 
curva che si ottiene per l’e- 
quazione y=«° prendendo 
per unità di misura il mil- 








‘e ciò mostra che se si assume 7 come unità di misura 





15. DIAGRAMMA DELLA FUNZIONE. y=0X° + d. 
La funzione y= ax? +5 si può scrivere y—b=aa* e 
R9330 y—-Db=y'’, si riduce ad y = ax, funzione che sap- 


piamo già costruire. 

Dalle ordinate di questa si 
ottengono quelle della funzione 
data aumentandole della co- 
stante d e quindi il diagramma 
della funzione data y=ax* +5 
è lo stesso diagramma della 
funzione y=a4x? trasportato di 
un segmento equipollente a bd. 

Per GEE ILE la funzione 
y=—@*-1, ha per diagramma 
quello che si ottiene dal dia- 
gramma di y=—* dopo una 


traslazione parallela ad OY di un’unità negativa. 


16. DIAGRAMMA -DELLA FUNZIONE Y=@(£— @)?. i 
La funzione y=a(a—c)? si riduce anch'essa alla pre- 


. cedente ponendo € — c='; essa si trasforma con ciò in 


po 
E, 
1 
pad 
È 
(4A 
3 
2: 

i 





y= ax, di cui il diagramma è noto. Dalle ascisse di questa 
curva otteniamo quella della funzioney= a (@— c)?, aumen- 
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> \ 

- | on ui ue ul- | 
we pri UEEO) tima funzione si ottiene — 
dalla funzione y= 040%, 
trasportandolo paralle- 
lamente al segmento 
O0'=% $ 
Per esempio, il dia- | 
gramma della funzione — 
y=(x— 1) si ottiene .& 
‘dal diagramma di © 
y=@°, con una traslazione parallela ad OX di una Ur - 
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17. Consideriamo infine la funzione di secondo ero 0: I 
pleta y= aa? + dx + c, Questa si può scrivere 


SIE bh? 
a) AETARIZAIA 
> ca 
4a 





y=a 





(+, 
ovvero y=0d (e toa i) + 


e quindi il suo diagramma si ottienedal diagramma di y=aa* — 
con una traslazione parallela all’asse OY ed eguale al seg- 


40c — dè 
mento TAO ME con una seconda. traslazione parallela - 
all'asse OX ed = — —. 
QUASA È 


Per esempio la curva'y=a° — 20 + > Si puo scrivere | 


y=(x—1)° + 6 ; e quindi 


si può ricavare dalla cur- 
va y="2* con una trasla- 
zione parallela ad OY per 
mezza unità positiva, € 
con una traslazione paral- 
lela od OX per una unità 
positiva. i 

Si può dunque conchiu- 
dere che qualunque fun- . 
zione di 2.° grado è sempre 





*. 



















Varie Man a PR pu LEA e 
oy=—x?, con una scala diversa ed avente 
il vertice nel punto di coordinate i 
b 4ac — b? 
0 Eris 40 si 


i 18. VARIAZIONE DEL TRINOMIO DI 2.° GRADO. 

._, Con la conoscenza del diagramma del trinomio di 2° gra- 

. do, possiamo discutere la sua variazione per rispetto alle 
radici in tutte le sue-particolarità. Se a è positivo e le ra- 

. dici sono reali, gia sappiamo che il trinomio prende valori \ 
| positivi all’esterno dell’intervallo delle radici e valori ne- 
gativi all’interno di esse; dippiù possiamo notare che per 


X=£%,èy=4+, mentre che Dei cloè nel 


punto medio dell’intervallo delle radici, esso prende il va- 

4ac — b° 1 

4a 
4 minimo valore che il trinomio può prendere. Sicché 

. dovendo la funzigne decrescere quando «x varia da — © 


A Tore 


che, essendo la ordinata del vertice, è. 
# x 2 


db 3 

da — 57, Passando per la radice x,, e poi crescere 
ae 2a db 

quando a varia da — Da + passando per la radice 2,, 


sì deduce che la rappresentazione geometrica del trinomio 


laut Ve Zh IERI 
NA È 





‘a radici reali e distinti è quella indicata dalla prima pa- 
| rabola a sinistra della figura qui delineata. Se le radici 
d SEI ;. dac—D° FAGe È sa 

. del trinomio sono eguali, Ta daro 0, e quindi il vertice. 


ra +» 


"a 


della parabola sta nel: punto — , e siccome la funzione 
è positiva per tutti gli altri valori della variabile nume- 


4 6; x n (7) 
"Pica, e deve decrescere nell’ intervallo (2,23) e cre: 


- 


EPICA TTI, to i SUA, 5 si 
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scere nello intervallo (-3 to)» ne risulta che la rap- o 


presentazione del trinomio è in questo caso data dalla 
parabola intermedia segnata nella figura. Se invece le ra- 
dici del trinomio sono complesse, la funzione è sempre po- 
sitiva per tutti i valori della variabile numerica, ed ha 
per rappresentazione quella assegnata dalla parabola a 
dritta della figura precedente. 

Se invece a è negativo, per a = to è y=—c e quindi 
se le radici sono reali e distinte la rappresentazione geome- . 
trica è quella della prima parabola a sinistra della figura 
seguente, se sono reali ed eguali è quella della seconda pa- 
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rabola, e se sono complesse è quella della terza parabola. 


19. RISOLUZIONE GRAFICA DI UN'EQUAZIONE DI 2° GRADO. - 
La risoluzione dell’equazione di 2° grado 
ax*° + ba +c=0 - 
si può ottenere graficamente: o costruendo il diagrammi 
del trinomio e trovando i valori delle ascisse dei punti d’in- 
tersezione della figura coll’asse delle ascisse come risulta 
dalla precedente discussione; oppure mediante il sistema di 
equazioni 
y= ax 
; Yy+bxte=0. 


La prima di questa equazione ha per diagramma una pa- 
rabola che si può costruire facilmente colla carta millime- 
trica, la seconda una retta, i punti comuni alle due linee | 
hanno per ascisse le radici della data equazione. | 

Per es. l'equazione 

d-x-2=0 
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si risolve graficamente mediante il sistema 
y—Aa-2=0 
y= 
Preso per unitàîil mezzo 
centimetro sì costruisce 
la parabola y= &*, e la 
retta che taglia sull’ asse 
OX il segmento —2 e sul- 
l’asse OY il segmento 
+ 2. Le due linee si se- 
gano nei punti A e B le 


cui ascisse sono — 1,2, e si conchiude che le radici del- 
l'equazione data sono — 1,2. 





8 4. Diagramma della funzione y= 





& 


1 pa = 
20. DIAGRAMMA DELLA FUNZIONE y= —. Questa funzione è 
de 


inversamente proporzionale alla variabile; essa è dello stes- 
so segno della variabile, cosicché i punti del suo diagramma 
stanno tutti nel primo angolo e nel terzo, e non ve ne sono 
nel secondo e nel quarto angolo. 


Quando a«==1 y=+#1 esi hannoi punti A ed A', 


» o= +2 y=£3 » » B_e.bi; 
» rt La oo, y=t3 » » O-e-C. 


La curva è simmetrica rispetto al centro O perchè tutte 
le rette AA', BB', CC' passano pel centro e sono da esso 
divise per metà. 
© Per x estremamente grande positivo o negativo y è estre- 
mamente piccolo positivo o negativo, onde la curva del dia- 
gramma si va avvicinando all’asse OX senza mai raggiun- 
gerlo. Si dice perciò che quest’asse è un asintoto della curva. 


i Eta 
La reciproca della funzione data, x = — è identica alla 


funzione diretta e quindi se si fa rotare il piano intorno 












x 
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ad OA e l'asso delle @ si scambia con quello delle y una. 
parte della curva andrà a coincidere coll’altra e se ne de- 
duce che la curva è simmetrica rispetto alla retta VA e che 
l’asse delle y è un altro asintoto della curva. La retta AA' 
.dicesi asse della curva ed A ed A'diconsi vertice della curva. 


Pros 





La curva è pure simmetrica rispetto alla bisettrice del 
2° e 4” angolo che dicesi anche asse ideale “della curva. 
quanta curva speciale si chiama iperbole equitatera ri- i 
ferita agli asintoti. | 


a CSS a 

21. LA FUNZIONE y= griraf 

nat 

Nella funzione y= — a la 
variabile e la funzione sono 
sempre di segno contrario quin- 
di la curva che ne rappresenta 
il diagramma è la stessa curva 
precedentemente trovata rotata 
di 90 gradi intorno ad uno degli 


asintoti. 





















opp" gi ll y= ta 


i a 
È do 127 Ulss a 
È ; a 
4 pista y=È3 


il che mostra” che se si assume 4 come unità di misura 
tanto per 2 che per y si ha la stessa curva di prima. 
l 
Dia per es. y= io Questa curva descritta con l’unità mil- 


 limetro coincide con la curva Ul A descritta con l’unità 
enti metro; poiché nella prima per 210 mm. sì ha y=10 mm. 

come nell’altra dr si ha per 2=1 cm. y=1 cm. (Tuttele 

{| ‘iperbole equilatere sono quindi curve simili fra loro). 

| Per pa aa se k=ga? si ha la curva della figura del 


an 20. se R=— a? si ha la curva della figura del n. ZI. 


$ 9. — Diagramma della funzione , 
omografica. 


È SITR EA 
i 23: La funzione (E psn "er: dicesi funzione omografica , 
È: pe 3 
_e comprende come caso particolare la funzione y = gi Li 
cui si riduce quando fosse 9’ = a =0, ed a' LT 0, e come 
altro caso particolare si ha la funzione lineare a cul sì ri- 


Feduce quando fosse a'= 0. 


Liberandola da’ fratti questa funzione diviene implicita 
fi de lla forma seguente 


a) vil CRE TRETA 


2 I) I RS PISA HR (1) 


3 ed è di primo grado rispetto a ciascuna delle variabili (si 
È dice perciò funzione Dbilineare). CELA] 
Viceversa una funzione bilineare a due variabili nd 


Axy + Ba + Cy+D=0 


di 





risoluta rispetto ad y o ad 2 dà le funzioni omografiche 
Br +D Cy +D 


ACE 
per le quali ad ogni valore di x corrisponde un valore di 
y e ad ogni valore di y un valore di x. 

In particolare la funzione omografica data per mezzo | 
della (1) dà 
dD'y— d 
a'y La 


(2) 





a = 


24. La funzione omografica si dice funzione omografica- 
generale se ab' — ab F0, e si dice funzione omogrojca | 
singolare o degenere se ab' — a'b = 0. 9 

Cominciamo dal secondo caso. Posto nella funzione dat. în 
evidenza a al numeratore e a' al denominatore, essa diviene 


a(x +5) 
a(x si 2) 


IU, i UD i 
e poiché. per essere a'd — a'b=0, si ha a Seo risulta | 


y== 


r 


| b | 
che per qualunque valore di x diverso da — a’ questa fun- — 


a Vi 
zione diviene y = cent rappresenta perciò una retta paral- 
lela all’asse della x. ani 

Pera = — PORCI ha significato perché diviene del- — 
0 : Si 
la forma y = 1°? ragionando sulla (2) allo stesso modo — 


3 7) a 
sì ha { per essere pg 


ETRE 
(v 2 b' 
XU = — a\ GE rin; 
ala di sua 
(v a 4 


he 
ESS 
to, Ù 


LEE 


se 


pri 








O VE 


ti “ . (0) PIA 
| per qualunque valore di y diverso da — , e perciò rappre- 
a 



















È senta una retta parallela all’asse della 7. 
Dunque, quando 


ab'— a'b=0 


la funzione omografica ha 


| per diagramma due rette 
BE i 

È a db 

È ag a! . eresia a! . 


Da 4 


. Per esempio, la funzio- 


PRE 


ne y=-——- rappresen- 
LX 


2 
ta due rette parallele agli 
assì, l’una che passa pel 
‘punta 1 dell’asse OY, e 
pela pel punto 2 dell'asse OX. 


aisi NIGER E 


e 





25. Esaminiamo ora il caso generale: a’ — Gb=:0; 
Il denominatore della funzione sempre si annulla per 


re 


do 
= Row: e questo valore non. “annulla il numeratore, e 
— quindi y nell’intorno del punto SE one x di coor- 
È dinate — a diviene grande quanto si vuole. Si dice per 


| questo fatto che il punto P è un polo 0 un infinito della 
funzione. 5 
Esaminiamo intanto che 








i 3 de. ‘a Da ab, _ ba' — ab 
È a' a+ Ro. a'(a'x + d' 3 v' 
; a 
È ba'— ab'. —. 
| e posto & rane Pdl si ha 
por + F, 
a k È 
Y ia DO di db 

7 53 I 
Pal : ) ; ad F | i 
| e qualora si poogay=— a =— d’ la funzione data 


* 
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sì può scrivere yy zz — Tara 
2 A ex ; MERE 
e se poniamo y—-y' =Y , a—a'=X essa si scrive 
k - 
estos Xx , 


e quindi diviene la stessa funzione che abbiamo già stu- 
diata precedentemente e che 
perciò è una iperbole equila- 
tera i cui asintoti sono CAL 
ualle rette. 


Per esempio, la funzione 


Biden i SR 
= ———@m rappresenta un’i- 
x XL_-2 PP È 


perbole equilatera i cui asin- 
toti passano pel punto 3 del- 

cre hai l’asse OY e pel punto 2 
dell’asse OX ed è quella rap- 


presentata dalla figura qui riportata. 





$ 6. — Cenno sulle coordinate, dello spazio. 


26. Dato un punto M dello spazio e fissato un piano oriz- 
zontale è sempre possibile 
trovare la proiezione or- sE SI n TESE 
togonale M, del punto sul 
piano ; viceversa se è fis- 
sata la proiezione M, del 
punto M si può ritrovare 
il punto, qualora si sappia 
a quale distanza il punto 
sì trova dal piano, conve- 
nendo che una distanza 
positiva significa che il 
punto sta al di sopra del 
piano, e che una distanza 28 
negativa significa che il x 










ti Ai guai 
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punto sta al disotto del piano. Questa distanza si chiama 
la quota del punto. 

La posizione del punto M, nél piano è fissata se nel piano 
si assegnano due assi di coordinate OX, OY ;. quindi con 3 
numeri, due dei quali fissino le coordinate di M,, e il terzo 
la quota di M, si determina la posizione di M nello spazio. 

Praticamente ciò si ottiene fissando gli assi OX,OY nel 
piano che si assume orizzontale, e un terzo asse OZ per- 
pendicolare al piano XOY nell’origine O. Su questo terzo 
asse fissando l’unità di misura si determina la quota di M. 

Dato il punto M, conducendo per esso tre piani paralleli 
rispettivamente ai piani YOZ, ZOX, XOY si determinano 
sugli assi OX, OY, 0Z le sue tre coordinate, e viceversa 
date le tre coordinate OM’, 0M”, OM”, conducendo per i 
loro estremi i piani suddetti, questi si segano in un punto 
che è il punto M da esse individuato. 

I tre piani XOY, YOZ, ZOY, supposti illimitati dividono 
lo spazio in 8 parti (angoli triedri trirettangolari). 

Le coordinate dei punti di ciascuno di questi angoli han- . 
no i seguenti segni 3 

++- +—- 
br 47+ += 
—++ + 

Un punto che ha una coordinata zero sta sul piano de- 
gli altri due assi. Un punto che ha due coordinate zero 
sta sull'asse della terza coordinata. L’origine è rappresen- 
tata da tre coordinate 0. 





P nale 
T 












$7.— Applicazioni. 


27. Moro VERTICALE DEI GRAVI. Si verifica in Fisica che 
un grave abbandonato a se stesso nel vuoto percorre a 
Napoli m. 4,901 nel primo minuto secondo della caduta, e 
fu dimostrato da Gahtileo Galilei *) che gli spazi per- 





#) Galileo Galilei (1564-1642) ha trattato del moto dei gravi nella 3% 
giornata dei Discorsi e dimostrazioni matematiche intorno a due nuove scienze 
(cfr. vol. 8 delle Opere di Galilei, ediz. Favaro). Egli chiama questo 
moto, moto naturalmente accelerato e lo definisce così: Moto naturalmente 
accelerato è quello pel quale un mobile partendo dalla quiete in tempi eguali 
soffre eguali accrescimenti di velocità. 
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Ue 4 i % . . . 
corsi dal grave nella caduta sono proporzionali ai qua- 


drati dei tempi impiegati a percorrerti. Cosicché se s è 


lo spazio che il grave pércorre nel tempo #' si deve avere 
la proporzione 
2 


s14901 = 0°] 
donde risulta Si 490] 


Tur 
e se indichiamo come si usa con 59 il numero 4,901 (per 


la qual cosa g= 9,802 *) si ha la formula 
l 2 
seg: 


Per avere il diagramma dello spazio percorso dal grave 
nella caduta si rappresentano, come abbiamo già usato pel 
moto uniformemente rettilineo, i tempi variabili sull’asse 
dell’ascisse, e gli spazii variabili sull’asse delle ordinate, 
ESFERH4SSE ZE e poiché la funzione s è di 2° grado in # 
del tipo studiato nel n. 14, il diagram- 
ma che la rappresenta è una parabola 
avente il suo vertice nell’origine delle 
coordinate. e l’asse rivolto in alto. 

Il segmento che si sceglie per unità 
del tempo è indipendente da quello che 
sì sceglie per unità dello spazio: per 
avere una parabola sufficientemente al- 
Prado io lungata (e facile a costruire) si può 
(*Iaeftett:H rappresentare con un segmento eguale 








osi 
all’unità del tempo lo spazio 59 e in tal caso la curva 


che rappresenta il moto del grave è la figura che qui si ri- 
porta. ; i 

Da questa figura si rileva che, mentre nel primo minuto 
secondo lo spazio è 1, nel secondo minuto secondo il grave 
percorre uno spazio 3, nel terzo minuto secondo percorre 


#) Il valore di g si dice gravità relativa al dato sito. La gravità al polo 
ha il valore di m. 9,83], all'equatore m. 9,781, a 45° di latitudine m. 9,806, 
a Napoli m. 9,802. , 


SA 


“i 
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uno spazio 5, nel quarto 7, e così seguitando; e cioè che 
gli spazii percorsi nei successivi tempi sono proporzionali 
al numeri dispari successivi. 

Da questa osservazione si deduce che il moto della ca- 
duta del grave non è uniforme, poiché gli spazii percorsi 
nel successivi tempi sono crescenti, nè si può parlare più 
di velocità nel senso già espresso nel moto uniforme. 

Invece in questo movimento che dicesi moto vario ac- 
celerato, la velocità in ogni istante si definisce quella che 
avrebbe il grave nell’istante successivo, se, cessando la 
causa che fa variare il moto, il corpo continuasse a muo- 
versi con moto uniforme. 

Si dimostra in Fisica, e lo dimostreremo pure in seguito, 
che la velocità è proporzionale al tempo e Sil essa è le- 
“ gata al tempo dalla formula 


v=gl ; 
per questo motivo il moto generato dalla gravità nei corpi 
nel vuoto si dice moto uniformemente vario, e poiché la 
velocità cresce proporzionalmente al tempo nella caduta si 
dice anche uniformemente accelerato. 
Il diagramma della velocità è una retta passante per 
l’origine e di coefficiente angolare eguale a g. 


28. Un corpo che fosse lanciato dal basso in alto con velo- 
cità iniziale v,, se non fosse soggetto alla gravità percor- 
rerebbe il suo cammino con moto uniforme dato da s,=%v;t; 


ma agendo la gravità in senso opposto con la legge s,= 93 Gue 


lo spazio che il grave percorre nel tempo £ deve essere 
differenza degli spazii che percorrerebbe isolatamente, 
quindi è dato dalla formula 


1 
sa=vt—- — gl. 
0 o 9° 


Il movimento del grave in questo caso dicesi uniforme- 
mente ritardato. Il suo diagramma è dato da una para- 
bola che ha l’asse rivolto in basso e per vertice (n. 17) il 
punto di coordinate 


È 


2 
0 Do 


9 
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Ciò fa comprendere che il punto sale fino all’ altezza 


2 


Vo 
SE in un numero di secondi ma ar dopo di che il moto di-. 


venta discendente e uniformemente accelerato , e ripassa . 
pel punto di partenza dopo un tempo doppio di quello che. 
ha impiegato a salire, perché l’equazione 


1 
se a Ni 


2 * 
ha per radici {=0, t= Da Passato questo tempo il moto. 


continua discendente e uniformemente accelerato. | 
La velocità del moto uniformemente ritardato è data da 


v=U— 9° 
e il suo diagramma è una retta che taglia l’asse delle or-. 
dinate alla distanza v, dall’origine, e l’asse delle ascisse 
dalla distanza patta dall’origine, che segna appunto l’i- 
stante in cui il mobile comincia la discesa, in quell’istante 


la sua velocità è Zero. 


19. Un corpo lanciato verticalmente dall’alto in basso con. 
velocità v, ha per equazione 


1 
s=vt+ 390, 


i 


e il suo diagramma è una parabola coll’asse mi volto in alt 


e col vertice nel punto di coordinate 5 
3 
Uy Seba” 
IRON i 
2] 29 


Lo studioso farà da sè la figura del diagramma sulla 
carta millimetrica. 
«. 3 

20. Problema (del pozzo). Si è lasciata cadere una pietra in 
un pozzo e dopo t secondi si è inteso i tonfo della carluta nel fondo 
Trovare la profondità del pozzo, sapendo che il suono percorre lo 
spazio con la velocità di v metri a secondo, che gli spazi percorsi 
da un corpo sono proporzionali ai quadrati dei tempi impiegati a perg 
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\ . . . Tao g 
orrerli e che lo spazio percorso dal grave nel primo secondo è o 


Si trascuri la resistenza dell’ aria. 

Sia x la profondità del pozzo. Il tempo t è la somma del tempo t, 
impiegato dal corpo a cadere nel fondo, e del tempo t, impiegato 
al rumore del tonfo della caduta a giungere al nostro orecchio. 





| Lo spazio percorso dalla pietra in #, secondi è = Ch t}, e lo 


spazio percorso dal suono nel tempo t, è a=v,, da queste for- 
SIRIA 20 x 
Mole si deduce che t, = pit => 


9 Di 


8 che l'equazione che risolve il problema è 


pipa: 0 
Y SA Lee 


Isolando il radicale, si ha 


pe. 





29 % | 5 
Y né» v 1) ; 
elevando a quadrato, 
2a dat a 
LI. 
g ORE 


liberando dai fratti ed ordinando, 

ga? — ZQu(gt +v)e + v°git* = 0 . 
| Risolvendo, si ha 

u(gi+u) uv V209t + è 
4 

A questo risultato si giunge anche risolvendo la (1) rispetto — 
a Va 
. Il discriminante teen è positivo, quindi le due ralici 
‘ono reali e diseguali; e siccome il termine noto è positivo, e il 
coefficiente del ar termine è negativo, le due radici sono en-- 


rambe positive Ma affiché una radice soddisfi il problema non 
sta che sia positiva, deve anche rendere positiva la differenza 











so 
fé — —, cioé deve essere x<vt. Per verificare se ciò avviene per 
Sn 


qualcuna delle radici, possiamo usare due modi: o far la verifica 
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diretta, e si trova che la radice minore è <vt, e la maggiore 


è >ut; oppure sostituire vt ad x nel primo membro e vedere che 
segno esso assume. Si trova che il primo membro dell'equazione 
diventa negativo, e siccome è positivo il primo coefficiente, se ne 
conchiude che vt è un valore compreso fra le due radici. 

Cosicché si può conchiudere che la profondità del pozzo è 


Me 


ugit + —v V209t + vd? 
9. 


e che l’altra radice soddisfa invece l'equazione 
2x x 
cis Bini toni 
21. LEGGE DI BoyLe E MARIOTTE. Si dimostra in Fisica 
che a temperatura costante, il volume che un gas occupa 
in un vaso è inversamente proporzionale alla pressione che 
esso sopporta. 
Cosicché, se v rappresenta il volume del gas e p la pres- 
sione esercitata su di esso, e & è una costante (che dipende 
dalla natura del gas e dalla temperatura fissata). 


rappresenta la legge di Boyle e Mariotte. 

Il diagramma di questa funzione è un iperbole equila- 
tera limitata al ramo del 1° angolo degli asintoti (o degli 
assi di coordinate). 


Esercizi. 


I. La temperatura di un ammalato di variola è stata la seguente : 


Mattina Sera Mattina Sera 
2 Aprile 40 40,3 10 Aprile 39,2 39,8 
3 » 39,9 39,2 ll » 38,6 39,2 
4 » 38 37,9 12 » 38,2 39,4 
5 » 38 38,4 13 » 37,4 38,8 
6 » 38 38,3 14 » 37,4 39 
7 » 38 39 15 » 37,4 38,2 
8 » 38,6 40 16 Da tintio8 37,6 
9 » 38,6 40,2 17 » 37,2 37,4 


PI 18 » 37 È 


(i 


4 


* 
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_ . Fare il diagramma della febbre facendo corrispondere I em. a,1% 0 1l'em. 
a 12 ore. 
2. Costruire le rette rappresentate dalle equazioni : 





o=2Yy1+5; r=83y7—-6.; yu=2x—-3 


prendendo come unità il cm. 
3. Costruire le stesse rette prendendo come unità il mm. 
4. Costruire la retta rappresentata dalle equazioni 


Tg Y 2 
=— +15, ; =_-_-Lkb_ 
Vi Ret Sed cava 


| prendendo come unità il cm. 
5. Costruire le rette rappresentate dalle equazioni 


30 +2y=5 
de — 4y-2=0 
2ax—-71=0 
8y+4=0 

3 prendendo come unità il mezzo centimetro. 


‘6. Trovare graficamente la soluzione del sistema di equazioni: 


5a — Ty= 20 


R. (11,5) 
i 90 — 11y = 44 
È prendendo come unità il cm, 
7. Idem:.° 7a — 13y = 144 
d 23% 4 19y = 890 BAD) 
È prendendo come unità il mm. 
8. Idem: 260 = 24x + 35y R. (5,4) 





| prendendo come unità il mm. 
9. Trovare la pendenza della retta 


agtby=e . 


10. In occasione di una funzione sportiva fra due stazioni distanti 40 km. 
; si stabilisce che dalle 14 alle 18 abbia luogo da ogni estremo la partenza 
È. di un automobile ogni 10 minnti e che alla fine della corsa ogni automo- 
. bile ritorni alla stazione donde è partito. Sapendo che la durata del per- 
‘corso è di un'ora si chiede quanti automobili occorre mettere in movimento. 
| Numerati in ordine progressivo quelli di una stazione e in seguito quelli 
dell’altra si chiede l'automobile n. 1 quante volte incontra gli altri auto- 
mobili e a che ora e a che distanza dalla stazione di partenza e a che ora 
| rientra alla stazione, e così per gli altri. Si faccia il diagramma delle corse 
‘ prendendo come unità di ora 3 cm. e come unità di km il mm. 
II, In qual caso le rette rappresentate dalle equazieni : 
ax + by 0 
a'ar+b'y=c' 





ds ono parallele ? 
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n 
i2. Costruire la LACEVOIE Y ma — "x ai prendendo per unità il centimetro, “Al 


o il millimetro o il decimetro. 
13. Costruire la curva y==200x? prendendo per unità il decimetro. a 
14. Costruire le parabole: = 


| 1 
y=20°4+3 gr 7345 gr 1A Ye RA 


yo do pi , y=ada — Ba — 4 , y=20° — +4 
scegliendo opportunamente l’unità di misura. 
15. Determinare le ascisse dei punti d’incontro della curva 
ya 2 e della retta y=—=7x+10. 
16. Determinare le soluzioni comuni alle equazioni : 
a-y=0 , y+5x2—16=0 >; 
17. Trovare le coordinate del vertice delle parabole: 
y=22° +7x —1, y=—- 62 +7x , y=32+6r-1. 

18. Risolvere graficamente le equazioni seguenti : 

e-50+4=0 , 32—-20x—-2=0 , 60@+42—5=0. 


19. Una pietra si lascia cadere nel vuoto dall’altezza di m. 5:da un punto — 
O, un’altra è lanciata dalla stessa verticale dal punto O con welocità ini- 
ziale di 3 m. a secondi, trovare mediante i due diagrammi dei moti a che : 
altezza si urteranno. r 

20. Sulla stessa retta da due punti A e B, si lanciano due mobili uno” 
contro l’altro con moto uniforme l’uno e con moto uniformemente ritardato — 
l’altro. Determinare con i diagrammi dove i due mobili s’ incontrano. 

21. Costruire le iperboli: 

2 1500 0,01 —200 _ e-3 


> y= — , y= pygantt; iy= 


x a RR 2410” 7 2045 Se 





prendendo opportunamente l’unità di misura, 
22. Risolvere graficamente il sistema di equazioni : 


n «ts0= 
sy l, 
23. Risolvere graficamente il sistema di equazioni : 
y=@ — ba 
se—1 
+5 
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FUNZIONI CONTINUE. DERIVATE. 
FORME INDETERMINATE. APPLICAZIONI. 


- $ l.— Funzioni continue. 


I. FUNZIONI CONTINUE E DISCONTINUE. 

1° Una funzione si dice continua per x=2a, quando 
a destra o a sinistra di a î limiti dei suoi particolari 
valori coincidono col valore che la funzione assume per 
x=Aa. 

In caso opposto la funzione si dice discontinua per a=a. 

Si esprime che la funzione /(2) è continua per ax =a, 
scrivendo si a, 
lim/(aT4M)=f(a), 


3 oppure, scrivendo più semplicemente, 
SO fla+0)=f(a) ed —/(a—0)=/(a). 


È Se ha luogo una sola di queste eguaglianze, si dice che 
. la funzione è continua solo a destra o solo a sinistra di a. 
È Praticamente si suol riconoscere la continuità della fun- 
«zione cercando se - 


Do Emi/(a+4)-/(]=0; 


ma è bene tener presente che la definizione della conti- 
nuità di una funzione è tutta contenuta nell’ eguaglianza 


lim f(r} = /(lim 2). 


2.° Una funzione si dice continua în un intervallo (a,b) 
LS se é continua per ogni valore compreso in questo intervallo, 
| edéinoltre continua a destra di x=a, ed a.sinistra di 
x =b- 

Se invece la funzione è discontinua per un punto solo 
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dell’intervallo considerato, essa si “ile discontinua elina ; 
tervallo stesso. 

Per analogia diremo che una funzione è continua nel- 
l’intervatto (a, x) allorché è continua nell’intorno destro 
di a, ed è continua per tutti i valori di X>a; e che una 
funzione è continua nell'intervallo (— 00, a) allorché è con- 
tinua nell’intorno sinistro di a, ed è continua per tutti i 
valori <a; e che una funzione è continua nell'intervallo 
— 2, + 0, quando è continua per ogni valore di x 

Per esempio la funzione intera di primo grado ax + d è 
continua in qualunque intervallo finito, perché 


lim [(a(@LA+b—-(agR+0)]= lim(-£ Ani=05%)) 


3° La discontinuità può aversi soltanto a destra o soltanto 
a sinistra di a o da entrambe le parti, e in questo ultimo . 
caso le due discontinuità possono essere fra loro indipen- 
denti. & 

Se consideriamo solo la discontinuità a destra di a no- 
tiamo che essa si può avere in due. modi : 

o quando esistendo il limite della funzione a destra di 

a, esso ha un valore finito diverso da /(a) e in questo caso 
‘la discontinuità si dice ordinaria 0 di 1% specie ; 
._ Oppure quando il limite della funzione a destra di a 
non esiste oppure e infinito, e in questo caso la disconti- 
nuità si dice di 2° specze. 

Esempi: 1.° È continua la funzione esponenziale y = a. 

Infatti, 


L 


lim (a©t* — a*)= lim a*(a* — 1) = lima*-limfa* — 1); 
voeh=z0 h=0 h=0 





ma si sa (Cfr. V, 38, c) che lima*=1, dunque 
è# h=0 


lim (a*# — a = 0 
h=0 


e perciò la funzione è continua. 


*) Questa proposizione è easo particolare del teor. 3.° del n. 2. 
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4 — 2° È continua la Funzione logaritmica y == logx. 
Infatti, 
x 





- h h 
lim [log(x + 2) — loga] = limlog past == lim log (1 +e ) = 0% 
h=0 h=0 ct h=0 AR DE 


8.° È continua la Funzione potenziale x” (per a reale ed e> 0) 
Infatti, assumendo e come base di un sistema di logaritmi, es- 
sendo loga*= a logx, si ha ealoge— 7%, 6 quindi 
DS. me si 
lim $(2 4 2)° — e*i—lim j ezlog(a+r) — ezlog® } 
pizzo. i he=0 


È — lim ealoge \ealog(x-+1)—alogx = lì =.0% 
h=z0 


4.° Sono continue le funzioni senx e cose. 
Infatti, 


lim jsen (C+4)—senx — lim jsen x cosh— cosx sen h— seni CUI) 
h=0 h=0 


lim {cos (C+2)—cose lm jcosw cosh — sen x sen h — cos vi = 
gi. h=09 a h=0 
% 


4 1 
5.° La funzione: — è discontinua in ogni intervallo (—a, a) 
x 


ì pub ; 
che comprende lo zero, e la sua discontinuità nel punto zero 


è di 2% specie, perché lim 2 = X 0, secondoché si cerca il limite 
destro o sinistro. 

6.° Le funzioni tanga, cota, sec, cosece, sono tutte funzioni 
discontinue di 2% specie. 

si i 4 

€.° La funzione a® (per a> 1) è discontinua nell’ intervallo (—&, 8). 
E precisamente essa è discontinua di 2° specie a destra di 0, perché, 

3 eri i 
a destra di 0, lima”—= o. Invece a sinistra di 0 è continua, se si 


conviene che per x=0, il suo valore è 0, perché a sinistra di 0; 
1 


lim a” = = 0; ed è discontinua di 1° specie, se si conviene che per 


x=0 debba assumere un valore diverso da 0. 


| 2. TEOREMI SULLE FUNZIONI CONTINUE. | 
Teor. 1° e 2° Se @(x), $(x),... sono delle funzioni ‘ 
| in numero finito continue per un ti: a 


LI 





di x, la funzione f(x enzo e 


F(x)=@(x)-U(x)<... sono anch' esse continue per e: Gi 


Infatti, NES 
lim /(2)= lim 9(2) + limy(oe)+--- 
e per l’ipotesi fatta 
‘= e(lima)+%y(lima)+--=/(lim a); 
ed analogamente 
limF(a)= limg(a)- lim 4 (& 
= pt x) -d(lim 10 = F(lim x). 

APPLICAZIONI. 1.° x” è funzione continua s x nell’ intervallo 
(— 0, + 0) per qualunque valore di n intero e positivo, perché è 
un prodotto di un numero finito di fattori dC: i 

2.° ax" è funzione continua (per n intero e positivo A at 0) nel 


l’intervallo (— 0, + cm). 
3.° Ogni funzione algebrica razionale intera di grado n, 


a+ ae 0° Lan, 


(per n intero e positivo) è funzione continua nell’ intervallo (— 0, + 00), 
perché è somma di un numero finito di funzioni continue ine 


1, 20). 


3. Teor. 3.° Se p(x), 4(x) sono funzioni continue di x 
per x=a, e y(x) non si annulla per x=a, la funzione — 


Lx} 2 é pure continua per x = a. 
Infatti, 


. Quindi: Una Salto frazionaria che ha per termini due funzioni 
algebriche razionali intere di una determinata variabile ‘indipendente 


axtdb ax°+ ber +e. | ; 
eta ola funzione ——-TTAR conte 
a'x4 db d'e4+ba+e 
nua in ogni intervallo in cui non sî annulla il, denominatore. 

Se invece è $(a)=0, senza essere zero (a), quando 


% tende ad a, la funzione (2) tende a g(a) e y(a) tende “9 


(p. es. la funzione 











sb 


stra e sinistra di a per limite col segno di 








a zero, 6; quindi | y= ela), aumenta imtefantanitnte 0) 


d(w) 
cioè all’ co, in valore assoluto e quindi è discontina di 2* 
specie per 2= a. 

Supponiamo ora che sia Mole (a)(e— a) e che W,(a) 
non sia zero. Se & è pari (x — a)* si mantiene sempre po- 
(0) - 
MIESYCESAL avra a de- 
(a). 
da)” 


sitivo, e quindi la funzione y= 


| invece A è dispari (gx — a)* cambia segno quando @ passa 


per a, e diviene negativa a sinistra, positiva a destra di a, 
e perciò la funzione y avrà a sinistra il segno contrario a 


LIO): e a destra il segno di e e quindi salta, quando Ho 


v,(a) (A 


passa per a, da — © a + 2, o viceversa. -° 


: 1 ax + d 
Per esempio la funzione omografica y= 


dx + d' 


è. discontinua per 


Ù 


| (, . . e 
an per il qual punto essa diviene infinita passando da — a 


+00, se non si annulla contemporaneamente il numeratore. Il punto 
, ì 


È era sì dice polo o infinito della funzione (Cfr. Cap. VI, 25). 


4. Teor. 4° Se (x) è funzione continua per x=a, la 


funzione f(x SV ) è pure continua per x=a, quando 
m è SILA OT sia il segno ed il:valore di 9(a) 


È mentre lo è soltanto per g(a) positiva quando m è pari. 


i Infatti 
lim/(0)=lim[g(2)]"=[e(lim 2)"=[p(a)"= Vaa 


sempre. che sia possibile la radice m° di g(a) e perciò 


È ‘qualunque sia il valore di g(a) ed il segno, se 72 è impari, 
| e soltanto per @(a) positiva quando m è pari. 


3 
Così p. es. la funzione Va 8x — 2 è continua in tutto l’in- 


È tervallo (23 0, + 00); mentre la funzione Va? (a+ 0)x +-ad è 






continua soltanto per i valori di x esterni all’ intervallo (G5 0) 
Supposto a <b. 






5. Teor. 5.° Se f(x) è continua e diversa da zero per x =‘ 
essa conserva intorno ad a il segno di f(a). 
Infatti, per ipotesi 











lim f(#) = /(a) 


e quindi, per la definizione del limite, dato un numero positivo 
€, esiste un numero È tale che nell'intervallo (a-h,a-+h) è 





Asa <e. 


Questa diseguaglianza si scinde in 





Sa) —8<F@<Fa +e. 


Posto e=|f(a)], si ha f(x)>0 se S(a) è positiva, si ha 
f(x) <0 se f(a) è negativo, e ciò dimostra il teorema. 







à, z o NI ; n) Pa bi w 
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6. Teor. 6.° Una funzione continua «in un intervallo finito (a,b) 
è pure finita nello stesso intervallo. | 

Pel teorema precedente, la funzione intorno ad ogni valore x. 
dell’ intervallo, è compresa fra f(x) — e ed f(x) + €, e quindi è . 
finita intorno ad ogni valore dell’ intervallo, e noi concederemo 
che ciò basti perché essa sia finita in tutto l’ intervallo se 


tia ae 


7. Teor. 7.° Se f(x) è una funzione di x continua nell’ intervallo | 
(a,b), e se negli estremi di questo intervallo è valori f(a),f(b) sono 
di segno contrario, esiste almeno un valore a dell’ intervallo (a,b) 
per il quale f(@) = 0. T | 

Supponiamo che sia S(a) positivo ed /(5) negativo, che sia 8 
l'ampiezza dè — a dell’ intervallo (a; d), e che sia c il medio arit- 
metico di a e d; f(c) può essero negativo, positivo 0 nullo; se è 
nullo, il teorema è dimostrato, se non è nullo, sarà di segno 
contrario ad f(a) o ad (6), e quindi la funzione data prenderà 


i ani el A 


*) Questa asserzione si dimostra rigorosamente (cfr. Cesàro, Zlem. di, 


Calcolo infinitesimale, 38 ediz., p. 13), ma qui l’ammettiamo per brevità, 
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valori di segno contrario negli estremi di un intervallo di am- 


lo) 
piezza 7 metà dell’ intervallo dato. Gli estremi di questo inter- 


vallo indichiamoli con a, e d,, e sia c, il medio aritmetico fra 
a, 6 6,. Con ragionamento analogo al precedente si conchiude- 
rebbe che la funzione prenderà valori di segno contrario in un 


intervallo (a,,0,) di ampiezza , © così seguitando si perverrà 


9 
a stabilire che la funzione prende valori di segno contrario ne- 


gli estremi di un intervallo (a,, bn) di ampiezza pat piccola 


quanto si vuole. Dippiù i numeri a,,@,,..., a, non decrescono, 
i numeri bd, ,d,,...,6n non crescono, ed ogni a, è minore di qua- 
lunque d,, dunque i numeri a, ;@,,...0,,02,30,;-+-;d, formano 
due classi contigue che individuano un numero a dell'intervallo 
(a, 6). Dico che f(a)=0. Infatti f(a,) ed f(6,) sono di segno 
contrario, e per la continuità della funzione la loro differenza 


|F(A,) —SONI<E, 


e ciò dice che *) v 
|S(an) + NF) |<8; 


cioè il limite di ciascuno di essi per a, o d,=@ è zero; ma il 
loro limite comune è f(a);, dunque f(a)== 

Coroli. Se #(x) è continua nell'intervallo (a,b), ed A è un nu- 
mero compreso fra f(a) ed f Di deve esservi un valore di x dell in- 
tervallo (a,b) per cui f(x)= 

Infatti, la funzione f(x) — DI è continua anch'essa nell’inter- 
vallo (a, d) e prende negli estremi di questo i valori f(a) — A, 
f(6) — A che sono di segno contrario, dunque deve esserci un 
valore «x dell'intervallo pel quale 


a 


f(@) — A=0, cioè Lia== 


8. APPLICAZIONI. 1.° Ogni polinomio in x di grado dispari 8% 
annulla almeno per un valore reale di x. 
Infatti, se / è un numero tale che ogni valore di |e|>{ fa 


*) Cfr. Arit. part. e gen., Cap. III, n. 9, sc, 1°; oppure Aritm, ed Alg:, 
Cap. III, n, 9, sc, 1°, 











Cap. VII. — $ 
assumere al polinomio fa= a+ ago tt «nta, il segno 
del primo termine a,x* (cfr. V, 26, 1°), per ogni valore £! si 
avrà che f(k) ed f(—%) sono di segno contrario, dunque esiste 
nell’ intervallo (—%, +%) un valore di « che annulla f(%). 

2.° Ogni polinomio in x di grado pari di cui il primo e l’ultimo 





termine sono di segno contrario si annulla almeno per un valore po- 
sitio e per un valore negativo di x. 

Infatti, se % è il numero determinato nel caso precedente, 
f(—k) ed f(k) avranno il segno del primo termine del polinomio, 
mentre /(0) avrà il segno dell'ultimo termine, dunque negli estre- 
mi degli intervalli (—%,0) e (0, + %) la funzione assume segni 
opposti, e quindi in ciascuno di quosti intervalli vi è un valore 
di x che annulla la funzione. 

3.° L'equazione 

A? B? K?® L? 
+++ + 


XT-0d cd xk lin 











+PA=0 


Lublcsical ina x 1 
LIVE Te RI Pg SaR) 


IR Lean 


ove A,B,...,K,L sono în numero di med'a<b<..<K<l e X-40, 


ha precisamente m radici reali. 


È 

Infatti, la funzione del primo membro è-discontinua in ognuno 
dei valori a,b,...,%,{ ed ha per limite — co a sinistra di questi 3 
valori, e + co a destra di essi, inoltre per ax = 4 o acquista. $ 
il segno di A, esso quindi è continua negli m +1 intervalli. | ||» 


(— 0,a—-e&),(at+e,db—e),...,kt+s8,/—e),/+£,+ o) I 


ed esclusi gl’ intervalli estremi, in ciascuno degli altri la funzione 
è negativa nell'intorno dell'estremo destro e positiva nell'intorno 
dell'estremo sinistro, quindi si annulla almeno una volta negli 3 
m —1 intervalli intermedii, Inoltre secondoché A è positivo o — 
negativo si annullerà pure nel primo a sinistra o nell'ultimo de- — 





gl’intervalli estremi. Dunque la funzione si annulla almeno una 
volta in m intervalli e perciò ha m radici reali; ma non può 





avere più di m radici, perché essa, non annullandosi per nes- 






suno dei valori che annullano i denominatori, è equivalente ad 
un'equazione intera di m°*° grado, dunque possiamo anche pre- 
cisare che la funzione ha una radice sola in ogni intervallo con- 
.siderato. 
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9. FUNZIONI CONTINUE DI PIÙ VARIABILI. 
Sia f(@,y;2,...) una funzione delle» variabili indipendenti 
€,Y,%,...; se ad ogni sistema di valori a, d,c,... attribuiti 
ad x,yY,2,... ciascuno in un determinato intervallo della va- 


"TENORE ET 


riabile cui appartiene, corrisponde un determinato valore della 
funzione f(a,d,c,...), si dice che la funzione è definita nel campo 
di quegli intervalli delle variabili. Il sistema a, 6,c,... dei va- 
lori attribuiti alle variabili si dice anche punto di quel campo. 


a su rbiriaa ESSE 3 


Quando, assegnato un sistema a,6,c,... di valori delle varia- 


bili, avviene che per 4, %,,. . tendenti a zero 


lim[f(a LA, b tk,cKL!,..)—f(a;b,c,...)}=0 


x 


si dice che la funzione è continua in quel punto del campo (0 per 


TORA 


quel particolare sistema di valori a, b,c,... delle variabili). 

Fissati i valori di tutte le variabili meno una, p. es. x, la fun- 
zione si può riguardare come funzione della sola variabile x, nel 
qual caso la differenza suddetta riducesi a 


ttastoheb ca) 00 Cs) 


e se la funzione è continua rispetto al sistema delle variabili, sarà 
continua per rispetto alla x, e così pure per rispetto a ciascuna 


TESE IM PIT PRIA I II RIZI IZ IS 


delle altre variabili isolatamente. 
Non è però vera la reciproca di questa. affermazione, poiché 
una funzione può essere discontinua anche se è continua rispetto 


re 


TTRINITIRE Pen 


a ciascuno delle variabili. 


$ 29,— Derivate. 


10. FUNZIONE CRESCENTE, DECRESCENTE, COSTANTE. 

Una funzione y=/(@) si dice crescente a destra di a 
quando è possibile determinare un numero positivo /, tale 
che i valori di /(x) nell’intervallo 


FEAT, RENE ESTE 13 


(a,a+h) siano tutti maggiori di /(a). d gel 
. . . gie 
Una funzione si dice decrescente SUL | 


il adestra di a se i suoi valori nel- 


|| Vintervallo (a, a-+ #) sono tutti mi- | cento 
‘nori di /(a). L di 3: 


Una funzione si dice costante a 
destra di 4 se tutti i suoi valori nell’intervallo (a, a+ 4) 
sono eguali ad /(a). 
Per l'andamento della funzione a sinistra di 4 deve av- 


at 





venire: che i suoi valori in un intervallo (a CES a) siano. N 
tutti minori di f(a) per dirla crescente, siano tutti mag-. 
gioriî per dirla decrescente, e restino pure tutti eguali per. 
dirla costante. È 
Sicché, rappresentando geometricamente la funzione, essa 
si deve comportare come nella figura qui riportata si ve 
senta ciascuna delle linee terminate alla parola crescente, 
se essa è crescente intorno ad a; si deve comportare na 


a 


ciascuna delle linee terminate alla parola decrescente, se 

essa è decrescente intorno ad 4a; e si deve comportare come 
una linea parallela all’ asse OX, se essa è costante in-. 
torno ad a. i 


Il. Si dice che una funzione è crescente in un intervallo 
(a,b), quando per ogni coppia di valori 2,,,, presi nel-% 
l'intervallo, la differenza /(2,) — f(@,) è dello stesso segno | 
della differenza «,— &,; si dice decrescente invece se leîi 
differenze suddette sono di segno contrario; si dice costante 
se la prima differenza è sempre nulla. È 







I2. INCREMENTO DELLA FUNZIONE: DERIVATA. 

La differenza /(x £1)—/(@) si suole indicare con dy è si. 
chiama incremento della funzione; la differenza (etn)— i 
(che è eguale a ©) si suole indicare con èxr e si chiama. 


incremento della variabile. 


A 





3) È 
Il rapporto 5 dell’ incremento della funzione all’inere- | ; 


Sara) 


mento della variabile ha un particolare interesse per de- 
cidere dell’andamento della funzione nell’ intorno di &; Robe 


lo) 
ché, se la funzion: è crescente il rapporto Ss. è posttivo, 


tanto a destra che a sinistra di a; ed egualmente se la 


cia sa RR 


d 
funzione è deerescente il rapporto > è negativo a destra 


e a sinistra di x; e se la funzione è costante il rapporto — 





è zero tanto a destra che a sinistra di «. È 
S 3 
Allorquando per x =a questo rapporto si tende a li-g 


miti determinati per: / tendente a 0, e precisamente o per. 









pe i Cap. VII. —$ 2. 
X=-+0 oppure per RAT questi limiti si dicono ri- 
spettivamente prima derivata destra e prima derivata 
sinistra della funzione nel punto 2 = a. Le due derivate 
possono coincidere, e in tal ‘caso si dice che la funzione ha 
una derivata unica per quel valore di e = a. 

. Laderivata di /(x) in un punto qualunque « si rappre- 
senta con /'(x), 0 con y/. 

E I rapporto dell’incremento della funzione all’ineremento 
‘della variabile nel punto e = si può» scrivere 

4 f(0) — f(a) 
È del 


‘e quindi, per la notazione adottata, 


SE 0 
x — 


AaZa 


= 


E Gluincementi della funzione e della variabile si possono 
D fiche indicare con /(x,) — f(x,), ed “x, — 2, supponendo 
‘che entrambe le «,,x, tendano ad un ORO unico q, e 
‘si scrive in tal caso 

— f(x, 
TA AGI 


e, dpr Va 


13. RAPPRESENTAZIONE GEOMETRICA DELLA DERIVATA. 

Se M è il punto del diagramma della funzione corri- 
‘spondente all’ ascissa @, ed 
M' il punto corrispondente al- 
l’ascissa X+A; condotta MH 
“parallela ad AA', il segmento 
'(AA'=MH rappresenta 8x, ed 
il segmento M'H rappresenta, - 
il èy; quindi pel triangolo E 
tangolo MM'H 

èy M'H 

è — MH 









n —- 





Na in 


— igM'MH . Var ; 


. Quando èx tende a zero il punto M' si avvicina ad M, 


la corda MM' tende a divenire la tangente in M, ed il rap- 


s = \ Ò, 8 


lele 
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porto SS tende a divenire y' e perciò 
SISIY A 


Dunque: /a derinata di una funzione f(x) nel punto È 
= a é eguale alla tangente trigonometrica dell'angolo che | 
la tangente geometrica în M fa con l’asse delle ascisse, 


qualo»va si sta pressa la stessa unità per le ascisse e per E 
le ordinate. 


14. Una funzione è crescente o decrescente alla destra 
(0 atta sinistra) di a secondo che la sua derivata destra 
(0 sinistra) è positiva 0 negativa per x = a.- 

Se la derivata destra (o sinistra) della funzione y'è po- | 





sitiva vuol dire che il rapporto io finisce col diventare | 


e restare positivo quando èx tende a zero; e perciò dy fini- | 
sce coll’assumere e conservare il segno di 8%: Questo ap- 
punto dice che la funzione è crescente. 

Allo stesso modo si conchiude che se la derivata è ne- 
yativa la funzione è deerescente. 


dy È 
Se la derivata è nulla per 2=a, il rapporto se pur 


avendo per limite zero, può tendere ad esso conservando un 
segno stabilito o non, e quindi non si può dire con precisione 
che cosa sia la funzione nell’intorno di a. 





15. Una funzione è crescente o decrescente in un inter- | 
vallo, secondo che la sua derivata, supposta unica, si con- 
serva positiva 0 negativa nell’ intervallo stesso. i 

Infatti, se la derivata y’, per fissare le idee, è positiva. 
per tutti i valori di x di quell’intervallo, la funzione y è — 
crescente in ogni punto dell’ intervallo, e noi concederemo | 
che ciò basti perché essa sia crescente nell’intervallo *). 


16. Due funzioni si dicono dello stesso verso o di verso | 
contrario secondo che sono entrambe crescenti o decre- 
scenti, oppure una crescente e-l’altra decrescente. 


*) Ciò si dimostra però rigorosamente (Cfr. Cesàro, I. Ca; “Di 47-48). faro: 





"> 






SCAP VII S09, 
a) Se k è una costante, la funzione f(x) è la funzione 


f(x) +k variano nello stesso verso în ogni intervallo (a,b). 
Infatti, se @,,2, sono due valori di questo intervallo si ha 


i/(w) +8}— {/(0)+k}=/@)- (2), 


b) Se k é una costante, le funzioni f(x) e kf(x) variano 
nello stesso verso se k è posttiva, im verso contrario se k 
é negativa. 


Infatti kf(2,) — Rf(@)=Ek[f(a)—- f(©)], 


e quindi, se /(x,)—/(x,) ha il segno di a,— 2,, lo stesso 
avviene per la differenza kf(2,) — Rf(a;), se k è Dosialtas 
ed avviene il contrario,.se 4 è negativa. 

In particolare le funzioni /(@), —/(@) variano sempre in 
senso contrario. 


17. ESEMPII DI FUNZIONI CRESCENTI. 1.° La funzione y=ax+b è 
sempre crescente se a> 0, sempre decrescente se a<0, in tutto l’ inter- 
vallo (— 0, + 00). 

La “Re geometrica di questa funzione è, come sap- 
piamo, una linea retta (cfr. Cap. VI), che, per a> 0 è inclinata al- 


TEA a DZ ° i 





l’asse delle x come nella figura a sinistra, e per a<0 è inclinata 
come nella figura a destra. 





| 


2.° La funzione esponenziale at è sempre crescente se a%> 1, ed è 4 
sempre decrescente se a<1, per qualunque valore di x. 
{Questo teorema è conseguenza di quelli dimostrati nel Capi- 


ira 


RSI PT TRI SERGI RACE ASIAGO AGISCE 


CAPI VII 879, AZIO 
tolo V (38, 1° e 2°). Se a>1 la curva che rappresenta la fun- 
zione è quella disegnata a sinistra; essa tende ad essere 0 per 


X = — 0, cresce continuamente fino ad 1 quando « varia da 
— 0 a 0, e cresce da LI all'w quando o varia da 0 a +. 





i n. ie rr n A 


E 0 


Se 0<1 la curva ha un andamento inverso a quello descritto 
e precisamente quello rappresentato dalla figura a destra. 


18. Se f(x) è una funzione che non si annulla nell'inter- 


vallo (a,b) e conserva sempre lo stesso segno, la funzione 


Tea 3) varia nel verso contrario ad f(x) in questo intervallo. 


Infatti, se per fissare le idee la funzione f(2) è crescente 
in quello intervallo, essendo 


1 1 he f(%,) E f(c,) 


fe) f@) fedi) 


e-il REDOnLaRoLo del secondo membro essendo positivo, la 


1 
differenza -—— — -— ha il segno di 2,—%,, e quindi la 
fe To DL) : 
I Seo 
funzione ——. è decrescente. 
f(%) 
19. ESEMPI DI DERIVATE. 
kT-k 
1.° Se y= costante =%, si ha y'= lim —_ = 0, perché 
XX Cd 6g. Le 
il numeratore della frazione è sempre zero; quindi: 31 
La derivata di una costante è zero. 
"Anali 7° 
2° Se y=%, si ha lim —'—*—1, perché i due termini 
x XL, _ % 


Q,= 
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della frazione sono sempre eguali fra loro; quindi : 
. La derivata della variabile indipendente è 1. 

_ 3° Sey=@", per n intero positivo, 


- 


rea” rt n_1 n_2 Di 
ATA] S 
tg LX, Lo Q=%3 Cia 


= lim (eri Paga, +e Po) = not; 


| quindi y=nx"-!, cioé: 
. La derivata di una potenza x” con esponente intero e positivo 
llè eguale ad ne"! *). 

| 4° Se f(@)=A-+B+C, essendo A, B,C funzioni di 2, sì ha 


: SB (ABI) 


lim 
Lg XL, _ Lg 
A, — Bi C C 
= lim ——————° aa lim —_°“° a late ot 
L 3°C Li _ Xg L=%9 X,-%, x3Lg LC, a 
Ile quindi © F'(@Y= AL B'4 0 cioé: 


La derivata di una somma di funzioni è eguale alla somma 
||delle derivate delle singole funzioni. 
5.° Se f(a) = A-B, si ha 


AB AAA 


Lr (i —- lim ——_—_—r—r—r—__E.m 3 
È di pda Z, cana Lo 4 x Z e: La 
Ari AYB As(Rs—.B 
SI ir a ehe 
eyqrg Ly, — %g eye, Ly Xa 


È Ed analogamente, se f(x)=A +B+C*-., posto f(@)=A4-(B.Ce**), 
si ha = /'(=A'(B-C-..)+A(B-C-...) 
ATO AB 0 ABI. 


» La derivata di un prodotto di funzioni è eguale alla somma 


1%) Si noti però che questo teorema è vero per una potenza con esponente 
anche non intero e positivo, ma di ciò. si vedrà più opportunamente nel 
Culcolo infinitesimale. d 
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dei prodotti della derivata di ogni fattore per i rimanenti 
tori. i 


In particolare, se y= KA, y Zi i o 


1 
6.° Se f(x) =—, si ha (per n intero positivo) 
ax 




















L'RSS 
, 5) e," dC," ; (c,” er da") 
f(@à=lim + =— lim = 
eg VT Ca, eta LL" (2, — xa) 
= — lim (et + wow, +e 4 agt4) e: SS n_ 
x,=%, PARE PE gin abi 
£ ribes n 
La derivata di n eguale a ralerg 
TS 4 h 
e e = Sl a 
y B 
Ai A, ; - È ; 3 
lim DR B, = lim a Rai = lim PiBa AsBir AB, +4} 
n=, © wr (0-3) B, Bi e,=9, (€, —-%,)B,B 
Aia Ea PRA i: 
2a x, à x, xy A 
=—.ilim n 
a,=%a B,B, 


A 
e quindi /a derivata di un quoziente di due funzioni 5. è 
(SSA BIEN è 


+ a B? ; 





8.° Se y == f(u),u=@(x), si ha (O) ; 


f(u)—f(u) u,—d 
A e EE 


ay IA) i 
SEE lim COME = lim di 2 LOR dba Lo = li o 
x =%3 X,7%, V=Lg 2%, mero La x =XI U,_U, Li -=@ | 
2. o. 
. . n, Voi fc 
e quindi un | 


y=f (Up). : 


Cioè: la derivala di una funzione di altra funzione è eguale è 


prodotto della derivata della prima per la derivata della ‘ sé 
conda. , 








SE IILSELISEI 





y 
pre x 





Cab. VIL. 

















a i —$8 2. 
9.° Se y= senx, si ha 
+ LC, X 
t2:costssne == gone : 
. Sena, — Sena, " 2 2 - 
lim =’lim 
L= La TR Lo Lq=X9g XL, rai A 
IX 
Senna 
ì È c,it-x, } 2 4 
= lin; cos == ==+ him ='cos'x 
_ C=%X9 dC Ly 
x i LO: 
. . /, 
e quindi y == COSa . 


e 


Cioé: la derivata di senx è cosr. 


10. Se f(a)=x?(a—x)), applicando le regole derivanti dal 5° 
dal 3°, dall’8°, e dal 1° esempio, si ha 


F(@) = pa !(a— 2) + gela — a)! (a — 2) 
= pr?!(a — x) — qa? (a — a)! . 
3 _—_ 
Ll:*=Se y=Va si ha 
di LESS LO no 
y= lim Va Vo, ; 


* Xi % 


n ci 
Si ponga Va,=a,Va,=b e si ha 





Pci Ari e 
azb Ab" av a! La"-2b4+... +6! na! n 
x 1 n gnet 
Ki — 
| La derivata di Va di indice n è una frazione di numeratore 
n 


1 che ha per denominatore na. 
12.° Tenendo presente l'esempio 8° si può generalmente tro- 
vare la derivata di radice n° di una qualunque funzione w di 


n 
Xx; cioè se y=Vu, si ha 
r 


CA a 
y=(Vu “u CO 


n 








nVun-! = 














GAP. VILOE Sì o ca n si 244 o o i i ot j ER 283 rp sd) 





ge -| 
13.° Se vet si ha 
, alax +5’ T—al(ax +5) ab' — a'd 
i (a'x + b')? Dda 
ia) 1 1 1 
In particolare per y= DIE la derivata è y FR 


20. FORME DETTE INDETERMINATE. 

Da diversi esempi si è visto che le funzioni si possono 
presentare sotto forme, che non hanno significato, mentre 
a destra e a sinistra di quel dato valore della variabile 
possono avere un limite determinato. Queste forme sono 
dette comunemente forme indeterminate e sono le seguenti : | 


0 0 7 


0 b) 
È utile osservare fin da ora che queste forme sono ridu- 
‘cibili alle prime due e per molti casi alla prima soltanto. 


0 0 x 
1100 +0): 00 eg 0 


Difatti in molti casi, se per 2=a la funzione - sì pre- 
06) | 3 Tano 

senta sotto la forma —, conviene trasformarla in 3—_ [era 

N 0 ? F(@)//() 


e si ritorna alla forma ca ; . 


Se per £=a il prodotto /(2)-F(x) si presenta sotto la 
x 1 
forma 0-0, si può trasformarlo nel quoziente /(®) F@) 


e si ritrova l’espressione oppure si può trasformarlo 


1 CA get 0° 0 
in, E (0) e si ritrova l’espressione HE 

Se la differenza f(x) —F(x) per a=a prende la forma 
co —0%0, si può trasformarla nel prodotto f (2) 1 a x 


e questo, se la differenza in parentesi è diversa da zero, . | 


risulta eguale a TT, ed invece, se TE 1, la data diffe- 
renza è ricondotta al caso precedente, e quindi si può tra- 


sformare in altra che si presenti sotto la forma "né 








Wig E uerR 





TERRESTRE SIRENA TE PITTI IST 
n ' à 


ini ein 





Ed sno: se per a i oianra #0) Pa) prende una 
delle forme 0°, , 1°, si cercherà il limite del logaritmo 
della funzione proposta per ®=a., cioè: 


limfF(2)log/(2)}, 


il quale prende rispettivamente una delle forme 0*(— 00), 
0.00, c0°0, e si è ricondotti sempre al primo o al secondo 
caso. Trovato il limite del logaritmo dell’espressione data 
resta determinato il limite dell’espressione stessa. 

Però di questi tre ultimi casi non ci occuperemo in que- 
sto libro. 

Quando una funzione algebrica in x assume per 2=a una 
di queste espressioni prive di significato, ed esiste il li- 
mite verso cui tende la funzione quando @ tende ad a, 
questo limite si assume di solito per valore della funzione 
per € =a. Allorquando per a= a, il limite non esiste, e 
in nostro arbitrio di assegnare alla funzione un valore qua- 
lunque per 2= a. 


0 
21. FUNZIONI CHE PRENDONO LA FORMA —. 


0 
Quando l’espressione, che per 2 =@ prende la forma 
Diet ; KI Se PA 
ao una frazione fa che ha per termini due funzioni 
x 


algebriche razionali intere in 2, vuol dire che ambo i ter- 
mini della frazione, annullandosi per 2=a, sono divisibili 
per 2 — a; quindi, calcolando (colla regola di Ruffini 
o direttamente) i quozienti /,(a) ed F,(x) delle divisioni di 
ambo i tefmini per x — a, si può scrivere per valori di 
Cra 
LA — a)f, (@) f,(€) 
ci E@) (0 —a)F(e). F@)! 





e perciò passando al limite si Da tanto a destra che a si- 
nistra di a 


s E, lim f, (a 
TRE 9 
4 eZ aza F,(0) Lim F,i(2) 








aZa 


sendo continue le funzioni f e F, e quindi continua anche 
la funzione /(2)/F(x), si può scrivere 


limy=—=— . 
aZa F,(0) 


Se però lim F,(x)=0, ed anche lim7/,(a)=0, si ritorna 


di nuovo alla questione medesima che si voleva risolvere, 
ed allora applicando la divisione per (x — a) tante volte 
quante sarà necessario, si arriverà a trovare il valore di 
limy per €x=a. 

Tutto si riduce in sostanza a sopprimere fra il numera- 
tore e il d:nominatore i fattori comuni che si annullano 
per 2=a, e porre in seguito nella frazione risultante 2=a. 


22. EsempIr. 1:° Si consideri la frazione 


BASI 
RITO n 


0 
essa per x = 2 prende la forma a ma decomponendo in fat- 


tori primi il numeratore, si ha: 


3842) —2) 
ci (e —2) c* 


e nell'ipotesi di x È 2 sopprimendo il fattore x — 2 ai due ter- 

mini, si ha 
limy= lim 
x=2 re 


B{w-432)08 


è da ciò risulta che la funzione nell'intorno del punto 2 ha per 


| limite 6, e quindi, se ad essa si assegna il valore 6 in quel punto, 
essa A nel punto 2. 


2.° 8.° 4.° Con questo criterio si possono trovare i valori che 
assumono per x = 1 le seguenti funzioni: 
sat —-3  a°-2x+1 3x3 — 8 
doi Be. 3a* — 8 (at—92d 41 








qualora sia dna (0) diverso da zero. Nel qual caso, e8- 


diva mami eee ar 


LE. PRADA 
PAIA PINI 
ONE Va n 





isa ae, di papi 


Preti 


+, 


3 UD diie fsi 





SEIN 


LAT 


9 

























datate 
inf e MR 


Si {he cia tar LE= BE 


IN Bee _3€+1) 
TRA BENASSI 


a=1 : da 2 xe=1 2 


risulta che la funzione è continua nel punto 1. 
Ed analogamente 





ea 2041 sia (e—1)° x—1 
lim =lim—— ey > = ce 
azi 8 SMI az4 3(0 + 1)(c — 1)  az1 8(0+41) 


a cui risulta &he la funzione è continua nel punto 1; 


dat 8. ER 3(@-1)e*pet1) BERO 3 as) 


” a*—2x +1 = (e—1)° w=1 x—1l 





? 


a cui risulta che la funzione è discontinua di 2* specie nel 
unto 1 e che il punto 1 è un polo della funzione. 

1:30) Egualmente il valore del limite Che assume per x = 4 la 
inzione 

ba? -+-B52—220 5(e+11)(x—5 5(e+11 

bo sale Da e e dp CI) 
x°—11x +28 as (e-0)(e—-4) a xa—-T 
quindi risulta che essa è continua pel punto 4. 

6.° Determinare il valore della funzione 


x* — 112° + 46x? — 810 + 54 

ST 35 100° + 370° — 682° + 640 — 27 
er © e—=9. 

0 

Siccome la frazione assume per x = 3 la forma DIA applichia- 
no la regola di Ruffini, per vedere quante volte è contenuto 
n ciascuno dei termini della frazione il fattore a — 3, e si trova 

(e — 8) (e — 2) 

“rl@— 8) (e a +1)! 





N 





uindi limy=lim eis 
pre Mato pn g=30° — € +1 


e risulta che la funzione è continua nel punto 8. 






23. Si possono ricondurre al caso precedente altre fra-. 
zioni i cui termini siano frazionarii, eseguendo prima le. 
operazioni accennate, oppure altre frazioni che abbiano per 
termini dei monomii irrazionali. ; 

Così per determinare il valore dell’espressione 





0 "2 
che per x = 1 diviene della forma di ‘sì eseguono le operazioni 
accennate e si ha 


x°— 1 AI (e — 1)(e 4 1) 


TI E e PE 





e perciò 


TESS 
ave Et ) =— , ” 


ii Sy pres È (82 + 5)a dh 5) x d 





x— a) 

Per determinare il valore che prende la funzione y = ( ) x 
per «= a si osservi che (0° — a?) 
Io si Ta 
RI <del 
limy= lim ACI jgolim —T_ === 


qXZQ LCZAa 


@e-a'eta' © a+a? (a? Via 


candigy == si) il limite per 2=a, e che f(a)=0, Fo, 
LL ARIA CA) la) 3 
sì può scrivere Es Fa) = Fa) —F@a) 4% 





Car. VIL- _ Ls 2 


e quindi 
f(x) — f(a) 


lim lim sr 
e=a d aza F(a)—F(a) 


X- a 
e se le funzioni sono entrambe continue in 2=4a, 


lara) 
SV en F'(a) 





Si ha quindi la seguente regola facilissima per trovare il 
limite del rapporto di due funzioni continue che in un 


OO 0 
punto assumono la forma insignificante 0 
Il limite del rapporto di due funzioni continue che nel 
0 x ; 
punlo-a prende la formu ” e ecquale ul rapporto di è va- 


lor'î che în quel punto assumono le derivate delle dve frn- 
zioni (Teorema di L’Hospital). è 

Applicando questa regola-agli esempii trattati nel n. 48 si a- 
vrebbe rispettivamente: 





6x RESO . Pa—-2 
- CO re i 
4x3° — 88x? L 90x — 8I 
i I d09 + Llla® — 1260 + b4 
e 12x° — 66x + 90 
a=3 2003 — 120x° + 222x — 126 
È: Lim ade — 66 i 45 — 11 1 


ms 605° — 240 + 222 as 100° — 4054-57 7 


25. 1.° Applichiamb la regola a are il limite per 


xe=a della funzione p 


DIVP--- VE 


X_-QA 









= cab 2° IF ss E EA 

nell’ipotesi che P,, sia una funzione che diventi = P, per 0 
xe=a. Col. metodo diretto moltiplicando ambo i termini per x 
P,_—P,, si avrà | 





o Var 
IC ep re ea ga 


e se P,—_P,=(0—- a)Q,, si avrà 


a 


n n 


n È P,t pi î P.,—P, 1 O, 
limy=lim PIA «Jim = 05 a 


ax=a — C-a LL 


x a n VP n 7 a, 2 








e Peet A 
osservando che Slo e che perciò è — P'.. 


DO — 


Invece applicando la regola suddetta si ha subito 


2.0 Sia la funzione 


yi VPEEVOSSR: 


* e 
M,—.VN, 


per la quale supponiamo che per € =a si abbia 


m n p 
VP,+VQ—R=0 , M—-VN=0 3 


Applicando la regola suddetta si avrebbe immediatamente 


imp VI TR 
(M,) ae (VN) 


Invece applicando il metodo diretto si avrà identica- 










ente. 


VP.+VQ—R.— (VP.4VG-R,) 


lim y =lim i - 
; M,—VN,-(M-VN,) 
rin P_VP)+ (Va l@ mor, 


(M,— M,) _(VN. _VN, A 


‘poiché ognuna delle parentesi si annulla per 2=4, di- 
idiamo numeratore e denominatore per a — a, e si ha 


Vr.-PP,, Va-Va_rz, 
ad ì X_-QA XA X_-d 
Ei Ie ea 


na aZza 


MM, _ VR,—VN, CV 

UU L_-0d 
MU PETE 
RIO Sapia eo 


Ds LU 
26. Esempil. 1.° Trovare, per a = — a, il limite dell'espressione 


3a? — 2a + x 
V 2 


4a 


yY = 


A pplicando il metodo diretto, liberando dall’irrazionale il nu- 
\eratore, si ha (pere + —a) | 





V3r — 2a 4a Ba? — 2a? — at 
{4a (V35_ 2a o)+a) 
2(0° — a?) _  2@—a) i 
Varna — 2a? — 2) + a Vs 2a —« 
e Dindi tim y= it- _ 2, 





A Gpligando li 9: 5 0a si To, 


Di) 


SES SO È 





img ip i 
aZ-04 a=-49 V3a? Esa 2a? 










x -2T—-V2 
2.° Trovare il limite della funzione y = Vea-VE per x=2.| 
xXx — 


Moltiplicando ambo i termini della frazione per (e° — 2) - 2 
si ha (per a +2) 


3 


E DIL Senda IAC a 
Vai -2-V8 (29-92 va a 





a I 11 I I x 2 
CadEgroia ped Soa 64 vi 
e quindi 
PRA Bc i 
NA a 15 4 N 
limy=lim —P________=—;_= at 
az” az (e° — 2 3 3 


3 Va? 
Applicando invece la 2° regola si ha 


; 4 2a 4 
limy= lim sertadini i; 
a=2 az2 £ 


3 
s Vezzi 3 Va 


4 A 


3.° Trovare il limite della funzione y = 





Viax? Eist pera Vx? — 20 





‘percx:=:3; 
Applicando la regola di L’Hospital, si ha 
1 2x E Di 
Ie x 6 É 5 
i - 8Va+ 5? 4Va+ 9 19° 32 48 
limy= lim ‘ie GI se MII I 
xe=3 x=8 28x 8x3 L 84 27 19 
BI ENZO SA 
sV(140°-1? 2 Va 2) 
È 5:25 125. 
24. 24.75 1896 


27, a) Non si opera diversamente per le frazioni che con- 
tengono funzioni trigonometriche nei loro termini. | 


Fi, 


} 


ST SS At 
Cal VII. sa 2 


- Così si userà qualche volta il concetto della scomposi- 

zione dei termini della frazione in fattori per sopprimere 

dei fattori comuni, oppure per ridursi a limiti conosciuti. 
Così volendo sapere qual'è il limite della funzione 





cos(e + h) — cose 


È h 
per 4=0 si scriverà 
9 16 di h 
— 2sen (x + — | sen — 
cos'x + kh) — cosa ; | 2: 2 
n == e —eer=—r8" = 
i! h=0 h h=0 : h 
u h sen Lal 
b: _ == — limsen(ax + —})-lim__— =—senx. 
; h=0 2 h 
2 
Ciò conduce a conchiudere che la derivata di cosx è — senx. 


b) In altri casi, invece di sopprimere i fattori comuni ai 
SÉ termini della frazione, occorrerà di moltiplicare ambo 

i termini per-un fattore adatto, come si vede negli esempi 
4 fini: R 


1.° Si voglia lim — ; si dirà 











È se azzo lg x 
È lim — = lim »cosx).— lim —-— «limcosa=1. 
i tgx  x-0 \senx x=09 SONX ano 
È i Parc. SERA) tgax. 
2.° Si voglia il limite che per x=0 assume la funzione - SÌ 


dividerà numeratore e denominatore per ax e si avrà 


toda EC Hm/di= Seppi eni 


x20 AUX a=0. XL 


—_——& 








|a tgax tge APART AI 
i fi lim SI, (a y ) 


e=0 tg ae=0 ax x 


cosx —1 ; 
- 3.0 Si voglia lim —_- ; moltiplicando per cosx +1 ambo i 
a-0 Sena a 


3 Bi. della frazione si ha che esso 


(cosv—1)(cosx +1) —. cos'x — 1 Lot SONE 


Casal 


e I 003 Pte 
er senx(cosx + 1) x-0 senx(cosa 4-1) cose+1 











EE I E tra a si è * ) 
id e a 
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28. FUNZIONI CHE PRENDONO LA FORMA DU ur 


Il limite per x=% di una funzione razionale frazio 
naria | 


aL" + aa"! +...4 4, 


rss na db, 0 
Dt + ber +... pb, PI dd 


7 RA 
@ x sem>p, é 0 se m<p ed e= se Mis: 


(1) 
Infatti, la funzione data si può scrivere 








db 
db, + xa +... +2 dEi 
e quindi passando al limite péensgr==008 sa osservando che 
il limite a cui tende il secondo Tettone del secondo me = 


do 
b ra SL oh 
ica si ha 


0 
m 





Se 2 è maggiore di p, ra =x"-P e tende all’o, per 


Xx =, 
m 


cart i xd 
Se mm è minore di p, — — 
xqcP 





e tende a 0, per = 


VISI 
m 


SUN Epi a qualunque sia 2. Dunque il teorema 


resta con ciò dini 
Per valori di x sufficientemente grandi in valore asso- 





dc» 
luto la y serba il segno di 7: e questo segno è el 


a à 
LE se mM e p sono SIDE pari.o entrambi dispari, ed è in- 


0 
vece quello di pra se m e p sono l’uno pari e ] altro disparil 
Praticamente basterà dividere ambo i termini della fra. 


zione per la potenza di x eguale al grado del termine della 
frazione di grado minore e poi supporre a = 00. = 
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29. Esnisit 


cr Ag te glo er 2 : 
1° lim Lai i lim 8e£= 0 . 
XZ0 x— 4 BZ 
; Cinta. | 
9 a e O 
i Da Ze 2 
Qx3 — 8 2 
3.0 li ica — "limi —i=:0', 


im 
Xteo da) + 5 LZ dA 


30. Lo stesso metodo si può applicare anche alle funzioni 


fratte irrazionali. 
Esempi. 1.° Calcolare per x = o dl valore di 


4 4 
dat V30' + 8x° +2 + V203 
4x + V20° +7 
Il grado del numeratore per rispetto ad x è 1, quello del de- 


nominatore è */,, perciò (nell'ipotesi di x £ o) dividiamo ambo 


ì termini della frazione per x, e si ha 


De 
DI" 


_ VET i LV2]a 


44 V20 + 7a? 
e quindi 
4 


8 
limy= lim RT SM: 
ea ITA +2 


2.° Trovare per x = — o il valore di 
dre seria 
Va +5+WV228 +7 
c TINO — Sn , 
V30 St 
Il grado del numeratore è 1, quello del denominatore è 7 


quindi (nell’ ipotesi di x 4 co) dividiamo \ambo i termini della 





Sag 


CAPI = oe 
“a SA = 
frazione per x , e si ha 
3 se. 8 ERE DISLCIE N R 
Voll V SIA, 
x + ble +V2x +7/o 
y= —— _ ———_—____ , 
V3 — 1/03 


e quindi 
REGNI Sad) 5 Su 
v " «g/ DA 

lime + Vlim2x” 
lim:yi= ca e RGS 
e=% 





= DD, 
V3 
3I. Quando la funzione fratta ha per termini delle fun- 
zioni trigonometriche può essere utile di ricorrere a tra- 
0. LS 
sformare la forma 2 IN altra della forma nd oppure qual- 


che volta basterà moltiplicare ambo i termini della fra-. 
zione per un fattore opportunamente scelto per trovare il 
valore cercato. Per questi casi saranno sufficienti i seguenti 




















1 
0 . . . X . 
EskMPII. 1.° Sia da cercare il lim —: trasformiamo la 
t e-0 COotga 
® 
funzione in —— e si ha che il limite cercato = 1. 
n 
ago: i coga 1 SIR È 
2.° Si voglia lim ——: applicando la trasformazione suddetta p; 
ao=0%0 COSEC A I 
si ha | 
.,  cotex senx senx_ tga b: 
lim 5 dim —lim( dla = ] I 
a=0 COSOCA az0 tgx e=0 x Xx 
SUSE , 5 1-cotx 
3. Trovare il valore di y = perx=+0. 
2-+ cosec x 
Si moltiplichi numeratore e denominatore per senx e si ha 
senx — cosx È 
So 2senx + 1 
e quindi 
AI - 
limy= PA (CT i 
LZ40 + 1 £ 


LS 
SUA 
37 


MO VI Lg 8 
È 32. Bekzione CHE PRENDONO LA FORMA 0 
Abbiamo già visto al n. 20 come ques 


Ieoriducono alla forma _ 0 SI qualche volta per determi- 


‘nare il valore della funzione b 
| indicate. 
o EseMPIT. 1.° Calcolare il valore 


* 0, 0 — 00, 
te funzioni si ri- 







asta eseguire le Operazioni 


” 


peligziodi 


cea si I). 








Pera, la funzione assume la forma 0 * 


0; ma eseguendo 
sotirazione indicata si ha 


x lx x TRE l 
di 7 DT ;, quindi limy=— — . 
A — 


Mi D 





Si voglia lim (x cosec x). Questa funzione per €«=0 diventa 
> a_=0 
0-0, applicando quindi la trasformazione si ha 


lim (x cosec ®) = lim 
x=0 x=0 sen x 





0 


8.0 cab 


n 
Si voglia lim tangx(1— sen). Questa formola perse a 
e] 


prende la forma 0 °0; trasformandola si ha: 





he. nd . 1—- sena l— senx 
lim =lim —__ senax — lim - $ 
=], Cota a=R] COSx 





a=R| COSx 


O moltiplicando ambo i termini per 14 sen risulta 


2 
cos'x cos x 
=lim —___ lim —_—— —="0 
x=R]c0se(senx + 1) 2=%] Sen x ta 


4° Si voglia lim (cotg x — coseca 


). Questa funzione per «=0 
par: 


liviene della forma o — 0; mettiamo in vista cosecx @ si ha 


| ARE Ap. 244, innanzi al n. 20 si ponga il titolo: 
$ 3. Forme fndetsomindee 
‘AMODEO— Complementi di anal, alg; elementare, 3* ediz. 17 


Dì 
Id 
4 
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che essa è Ya i LIE 
cosgd —1 3 





* % . 
= lim cosec®(cosx — 1)= lim È JI 
pl x=0  S6nX z 3 E 


e per les. 3.° del n. 27, b, essa =0. 
5.° Egualmente si può dimostrare che : 








(St A Do 


vas 





lim (tge — senx)=0. 


Erga (9 | 


a Sa 


Infatti, 


IAU 


senx — 1 





lim (tgxa — secx)= lim 
eh),  a=®), COS® 


std 


\ ì 
SIela 


e quindi, per l’es. 30, =0. 


33. Qualche volta invece di trasformare la funzione che 
si presenta sotto la forma % — x; in altra della forma 
0, col porre a fattore una delle due funzioni, sarà più 
utile moltiplicare e dividere la funzione per la somma delle 
stesse funzioni. 

Così p. es., si può facilmente dimostrare che: 





lim (€ Eta ATENE (@—5))= (a a+ d). 
Infatti, 
lim (© —_ V@ — a)(a — b))= lim Bre eli usi 
DE = + Va—a(e—d) 
b ab 
RE Soa ® a + d 
=lim ———_—_—________—_____—_—__— === È 





34. In generale se la funzione è della forma 


ya VP VQ, , Fi 


dove P, e Q, sono due polinomii in «, e questa prende la 
forma % — cv per = 0%, moltiplicandola e dividendola per 


VP,+VQ, si ottiene ì 


ia i ae alta AA RA 4 Baci 


; VP.+VQ,. 













AISSTSIELO e 
Taeg de 
ia L 
aste : 


vec 
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| @ qualora P, e Q, siano due polinomii la cui differenza non 
risulti indipendente da %, sì è ridotti alla determinazione 
del valore della funzione del -tipo considerato nel n. 30. 


EseMPIO. Trovare per x = o il valore della funzione 






A 


Vat+3_ N25 
yYy==-=———_—-—_ ,. 


Va +7 





È = c : DO — 6 
b- Questa funzione per a = prende la forma , né csi 
È 0 


potrà con utilità applicare il criterio dato nel n. 28. 
Moltiplicando invece numeratore e denominatore per 


| Va +3+V22-5 

. si ha cd Se 
; xe 4+8- 22° 45 — 2° +8 
Di re a nl 





pe” 


4 4 È 
Va+iVo+34V28=3) Vat (Va+34+V22_- 5) 
i "la 

| @ quindi dividendo per ® ‘si ha 


tI, “a 
—x + 8/x 





Frisa 
Ì VITE (VII 4 Va = 79) 


e pera=o 





limy= — 0. 


{4 jam.) 


35. Come si è visto l’artifizio consiste a considerare la 
. funzione come fratta, anche se non lo fosse, ed a renderne 
razionale il suo numeratore. In modo analogo si opererebbe 
{ anche se la funzione y fosse differenza di due radicali di 
indice maggiore di 2, oppure di indici differenti. Come sa- 

| rebbe. ) 


y=VP— Va, 











$ 4. — Applicazioni. 


36. Moro vario. VeLociTà. Nel moto di un mobile sopra 
una determinata linea (traiettoria) lo spazio s da esso per- 


corso, misurato a partire da un punto della linea che sì 


assume come origine, è funzione del tempo impiegato a 
percorrerlo, quindi l’ equazione del moto è rappresentata 
dalla funzione s= / (t). 

Si è visto che il moto uniforme è rappresentato da una 
funzione lineare; in ogni altro caso il moto sisdice vardo, e, 


già si sa che il moto dei gravi è rappresentato dalla funzione 


l 9 LI . . 
I git°, ed è molto uniformemente vario. 


Nel moto vario bisogna definire che cosa s’ intende per 
velocità del mobile. Si considerano due elementi della ve- 
locità: la direzione e la grandezza. Sì assume per dire- 


zione della velocità di un mobile in un dato istante nel 


moto vario 4a direzione della tangente alla traiettoria del 
mobile nel punto în cui esso si trova nell istante const- 
derato. La grandezza della velocità si determina con la 
seguente considerazione. Sia è l'incremento del tempo e 


Ss l’increMento dello spazio a partire da una posizione M° 


ad un’altra posizione M' del mobile sulla traiettoria. Se 
lo spazio MM' fosse stato percorso con moto uftiforme la 
| Ò IT 
velocità del mobile sarebbe stata V= Si ; questa si dice ve- 
tocità media del moto nel tempo è7. Però facendo avvici- 


l) ? 
nare il punto M' al punto M, il rapporto 5 tende ad as- 


sumere la forma =. Se al tendere di èf a zero questo 


rapporto tende ad un limite determinato questo limite si 

assume per definizione come valore della velocità nel pun- 

to M della traiettoria .Indicando questo limite con v, sì ha 
Ò) 

v= lim 3. Ma questo limite si è chiamato prima deri- 


vata della funzione s (cfr. n. 12); dunque ‘eonchiudiamo 
che la velocità di un mobile in un punto della traietto- 


é 

: 

st 

“E 

Ài 

tI 4 
3 


Aa 


ar 3. 


GLI 


Legrand toria 


‘Pia ii 


bl 
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I ria € o, al valore che assume in quel punto ta deri- 
vata prima dello spazio rispetto al tempo. Per quanto si 
è detto sulla rappresentazione della derivata, si deduce che 
la velocità è rappresentata nel diagramma del moto (cur- 
va degli spazii) dalla tangente trigonometrica dell'angolo 
che la tangente geometrica alla curva degli spazii in quel 
punto fa con l’asse delle ascisse. 





‘Se il moto è uniformemente vario, s= 59° , quindi 


S=v=gt, e si dimostra così, quanto affermammo nel n. 27 
del cap. VI, che la velocità del moto uniformemente vario 
è proporzionale al tempo. 


SS ICE; 
_ 37. TANGENTI ALLE CURVE 02°, pet La derivata è utile 


nella costruzione delle curve dei diagrammi, poiché per- 
mette di costruire anche la tangente in ogni punto della 
Curva. 

Ci limiteremo a dare due esempi sui valgano a mettere 
in chiaro questa utilità, mostrando come si costruisce la 
| tangente in un punto ‘qualunque della parabola y = aa? 


e della iperbole equilatera y = di È 


Se MT è la tangente nel punto M di una curva ed MP 
è l’ordinata, dal triangolo rettangolo 
MPT si ha ° 


TP-tangMTP=y, equindi TP= 
Il seginento TP si chiama sottan- 


gente del punto M. 
Dall’ equazione della parabola y= a2?, si ricava 





n ® ® 
o 5 y | 
= 2ax =—=2 — 
i Mia: y x 
| e quindi 


(AE 
(RR gr È 


& 


b Si costruisce la tangente della parabola nel punto M 








OP. 
2 


Dall’equazione dell’iperbole equilatera y = “ si ha 
i U ; 


‘ 


» 


| 2 
: a 
M x x 
i e quindi 
IE: (ER 3 LE = — A. 
90î PT UG yY 


Il suo valore negativo dice che la tangente forma an- 


golo ottuso con l’asse delle ascisse; quindi: 

Si costruisce la tangente dell’iperbole equitatera nel punto 
M congiungenao il punto M col punto T simmetrico dell’o- 
rigine rispetto al punto P. 


Esercizi. 


I. Quali sono gl’intervalli nei quali la funzione x — Vas? è definita? 

2. Che diventano le radici di ax?+x-=a=0 quando a tende a zero 0 ad 0? 

2x2—5e—-7 

; 084490? —5a ° 
— Quale discontinùità presentano le funzioni rappresentate da ciascuna 

delle radici delle seguenti equazioni in x? 


3. Determinare gl’ intervalli di continuità della funzione 


4. y=3x2 --7r— 1. 6. 31° — day —y=0. 
5 y=xXx—(p+1)x+»p°. 7. 31+y?— 52 +2y+1=0. 
— Trovare i seguenti limiti : 
a 2x —3 4 7a8+8r—2 
si Bn ni frate anto 
"Pesi. Rie 9 = x — 3r +2 
rt 4+3r +2 2x2 — 5 2 
via ne 12. chis 


lim ——_—_—_—_——_. 
w=1/, 80° +-162° — 19r 4-5 


r°43x2—a—-3 4r'142ax8—2a2x°— 3afr—a4 
TRE ca 186 E TOA SR 
az1 d+2r—38 za 2x°+-6ax?2--5a?r—-3a? 


FIS x* + 2ma® — 4m?x? — m*x + 2m4 
. lim —____—__—________€ 
em ri — ma — 12m?x2 + 22mBx — 8m4 


. a+ 2ma3— 2a — m? 
rho 
em x — Ime?+ 3m?x — mi 


congiungendo il punto M col punto medio T dell’ ascissa: 









uTeier 









si FRI di di 
ia Ta ia i 
DB ev AL 
MAIA 
LS x Lor ni ui 

















1+2 
3x apici 
I6. li TORTE SEAT pm 
. lim —T——__ . im - 
s=i 2+a a=m US mi È 
4—-x i / x i 
ue 1I)en+! n42 
[EL aa lei i (x. 241) 3 
a=i (1—- 02)? 2 
DA ct+o? — (N+1)?r"+! + (2n° + 2n — 1)o"+? — n2o"t#3 
I ANI PLS SS AR IN SS SR dio] 
e=l (1 — 2)? 
(x n(n+1)n+4 1) 
. 6 ) . 
1 6 
pini Cao 
“ ® x 
Pesi 
LE fatt ini fra EE 5 
xe x + 
1) “ 
ion ) a” — na71—(n —1)e"72 — (n — 2)oN73 — »0° — 21 
21. lim 
fi pr | x—-1 
z avea - Vari Va 
22. lim Vo+ V di 23. lim Va-ketni— Vea ; 
3 h=0 h h=0 h 
as rim BCHM+IUEHNPLT+M)—B]— Ba +7) (da 4728) 
 h=0 h i 
(R. 60 (4224-7r—3)+(B22+7)(82+7)) . 
(C+ Ah) x3 
3 h)Y— a? 35° — a? CRIS AE INDI | VESRE N 
FECERO (Ct A) a? 3x a È (x. 3x2 (dx a?) — x =) : 
h=0 h (de? — a?)? 
h) — 
26. lim A i è (R. — senx) . 
y h=0 h 
o 27. Lt rr Aha (x. n ) 
A h=0 h cos?r 
* . 
= t h) — 1 
Mi Tn (x. ale ) 
k* h=0 h sen?x 
3 . sec(r+ A) — seca sen % x 
Mur ossi ( ; ) a 
AREE) h cos?x SG! 
3 LE Fe RA SFZIA Di na V pre RE 
> OR 3 5 — — P3 1 
LA AAA ARE E Li 
i azi r—-1 az È 
È . do — V6380+1 È 








32. 


35. 


36. 


37. 


38. 


42, 


43, 


46. 


47. 


48. 


49. 


52, 







clap fed AI, 
tim Viet V9o 3 im Pe+6— Va +12 











è: 100898 Him i 
azi 0-1 3 qe=2 x ” <P 
V5o—2— Ve +2 È 
34. lim Vice+Vo=i ; 3 
vi Vi—a? > p 
de ARE SLI PA Na 5 = ® ct + 
cat V2r46— Ve +14 V5r=1—- V200 +12 A Vai "3 
Clo NARA RI SIMMETRIA LE . . EPS » ì 
x=1 iP si 69 sd 
0 +14 V30+1- V635 41 $ 
i 5 
i 22 t930 + tg? <il 
tini E FRENO sei EIA (R. 3). & 
e=0 L— cosa - e=0 tga à 
e a _— - i 
Ere cn (x. n) SE O (x. I où 
e—0 Senna n azo tx 2 2g 
tg2x 1— cos” i 
pie 19 (BIS RU i 2) 
az0 tg e=0 x2 
(Cfr. Bassi, 1. c., anche per sti 
analoghi esercizi). 
2-7 5 54 808 +4dr — 2 
ue ia 4 i PAGA 
xe=%0 4x° + 2x — 1 ezo 40° + 502 — 4 
FASI 2 3 4 
ln an di li OSSEO el 
aa=00 0 + a? ez 52° + 402 — 7a 


7 3 
I Vas +-324+24+ Vat—5r +2 
IDO —___________ _ __12—e-<—« 


LCZ090 5 6 ®_.. 
Va — 20 +3 + V2r 5 +3 > 
Va? —84+7 , 


lim 
IL 2. 
Porri cx Vas 5e +4 
2x 4-3 
lim ——__-— 
ezto 50 + Pad 





Va far +at— Vo — ar Fa DA ao. 


lim 


pia Vaart ot: 
Im (Va-zerice): I. dire , Go Vaart): 


poi era Vai Ta33). 









- dii Lara] ose VII - i 
58. lim (— cpl i 
2, 3a —-2. 3x2 +La—-3 Pi fab, Chart 
> 3e2—2x —-1 2 
54. lim hei nine aa DIA SOT SERVO 20-+ 0089 
\ezo Ba 2 +1 xc=%0 3 — Sena 





57. lim (— — o it Be | 
NEGA (Si ponga sena=@ 2 per 051) 
i Te 9 
58. lim (1—-a)tg — (ri). 
zi 2 E 

4 
— Risolvere i seguenti altri esercizi complementari alla teoria dei limiti. 


59. Calcolare il limite di A RIVA +Va + Vas per a 50. Caso par- 
ticolare per a=2. 


(R. Risulta e= Va+ta, quindi ® = + (1 + VI+4a) ) . 


x 





60. Calcolare il limite di ® Va, - Va Vas: È Caso particolare 
perae==2. 
61. Calcolare per n= x la somma 


A q 


— è R.—-:———. 
i pt + b (A_-1? 
(Cfr. Bassi, op. cit., p. 132). 

62. I primi due termini di una successione sono « e bd e gli altri si for- 
mano pr endendo sempre la pra aritmetica dei due precedenti. Dimostrare 
che il limite della somma è — = (0425). (Cfr. Cesàro, Analisi algebrica , 


p. 109 e Bassi, l. c., p. 184). 
63. I primi due termini di una successione sono @ e d, e gli altri si foî- 
mano prendendo sempre la media geometrica dei due precedenti. Dimostrare 


che il limite della somma è Va ° 
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CAPITOLO OTTAVO. 


MASSIMI E MINIMI, DISCUSSIONE DELLE FUNZIONI. 


$ 1 — Massimi e minimi. 


I. MASSIMI E MINIMI. Si dice che per ax =a la funzione 
f(x) passa per un minimo, oppure che /(2) e un minimo 
della funzione /(2), quando i valori che /(x) assume nel- 
l’intorno di a sono tutti maggiori di f(a). Ne deriva quindi 
che la funzione /(2) deve essere decrescente a sinistra e 
crescente a destra di a, come si avvera per la prima a 
sinistra delle figure qui segnate. 


x 
i 
' 
' 
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_ ro 
— — — — 


A: 


ano 


Pd 


n bh - 


ph->- 





i 
si 
A 
LA 
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Si dice che per 2=a la funzione /(x) passa per un 7708- 
simo, oppure che /(a) è un massimo di /(@), quando i va- 
lori che (x) assume nell’intorno di « sono tutti minori 
di la). Ne deriva quindi che la funzione dev’essere cre- 
scente a sinistra e decrescente a destra di a, come si vede 
per la figura intermedia fra quelle sopra segnate. Questi 
massimi e minimi si dicono pure massimi e minimi asso- 
‘uti per distinguerli dai massimi e minimi relativi che si 


hanno se si considera una funzione sempre crescente in 


un intervallo (a, 0), come è quella rappresentata dalla fi- 
gura a destra fra quelle sopra segnate. 

Intorno ad un minimo assoluto y, della funzione /(x), ad 
ogni valore y> y, della funzione corrispondono due valori 
x, ed @, che fanno assumere alla funzione il valore y; e 
questi tendono a diventare eguali ad a quando y tende a 
diventare eguale ad y,- 

Intorno ad un massimo assoluto y, della funzione / (2) ad 
ogni valore y< y, corrispondono due valori 2, ed , della 
variabile @ che fanno prendere alla funzione il valore y; 
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e questi pure tendono a divenire eguali ad @ quando y 
tende ad y; *). ; 


2, Quando una funzione a derivata unica passa per un 
massimo 0 per un minimo la sua derivata si annutlta. 

Siccome la funzione f(x) cresce o decresce secondo che 
la derivata /(@) è positiva 0 negativa, ne risulta che la 
funzione non può cessare di decrescere per crescere, o di 
crescere per decrescere, senza che /'(2) cambi segno, e ciò 
avviene o quando la derivata si annulla 0 quando essa è 
discontinua. Cosicché i valori di @ che fanno divenire mas- 
sima o minima la funzione sono compresi fra quelli che 
annullano la prima derivata o che la rendono discontinua. 

Se però la funzione è a derivata unica, essa deve esser 
nulla. gt 

Di questa proposizione non è vera la reciproca, perché 
la derivata può annullarsi per un valore di x che non renda 
minima o massima la funzione, come si vedrà più innanzi 
con l'esempio della funzione y=a@°+ dre *+cr+d nel n. 10. 


3. La ricerca dei valori massimi e minimi che può as- 
sumere una funzione ed in generale una grandezza varia- 
bile i cui valori dipendono da’ valori arbitrarii assegnati ad 
una 0 a più variabili indipendenti è stato uno dei proble- 
mi che ha più interessati i matematici di tutti i tempi; e 
sia per risolvere questi problemi, sia per trovare l’area delle 
curve piane e delle superficie 0 i volumi dei solidi si è per- 
venuto alla scoperta della derivata ed alla invenzione del 
Calcolo infinitesimale, nella quale branca delle Matematiche 
questi problemidi massimo e minimo han trovatola loro com- 
pleta risoluzione esente da ogni critica e da ogni eccezio- 
ne. Pel passato nei limiti delle matematiche elementari 
invece per risolvere questa categoria di problemi si sono 
proposti un certo numero di artifizii e di regole e di ri- 
pieghi, ognuno dei quali risolve una speciale serie di pro- 





#) Le eccezioni che possono presentarsi intorno a quanto qui si afferma non 
sì possono discutere in un libro elementare e per esse si rimandano gli 


alunni allo studio del Calcolo infinitesimale, 


= a e Ret du Aa 
à Pd » Li 
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blemi, e tutti obbligano a rendere difficile teoria ed appli- 
cazioni, e sopratutto a fare dimostrazioni delicate di esi- 
stenze di massimi e minimi quando si ricercano i massimi. 
e minimi di funzioni a più variabili. 
Qui adotteremo senz’altro il criterio della derivata che 
già abbiamo esposto; ma nello stesso tempo a beneficio di 
quei giovani che trovassero troppo faticoso il concetto delle 
derivate e la ricerca delle derivate delle funzioni più sem- 
plici trattate nel n. 19 del Cap. prec. esporremo pure uno dei 
primi metodi che furono inventati, che è stato dimenticato, 
mentre non lo meritava affatto e che ha il vantaggio di ap- 
plicarsi a tutti i casi, indistintamente, che possono cadere 
nell’ambito delle matematiche elementari, cioè di quelli 
che danno luogo ad equazioni riducibili al secondo grado. 
Senza risalire ai matematici che hanno risoluti degli spe- 
ciali problemi di massimo o di minimo con procedimenti 
geometrici o con vedute particolari non manifestate, il 
primo che abbia data una regola generale per la risolu- 
zione di questi problemi è stato Pierre Fermat, un 
matematico dilettante *). Egli però dette due regole per 
risolvere i detti problemi, e di una di esse disse che non 
gli pareva la migliore **) e si attenne all’altra ***), che in- 
cludeva la considerazione degli infinitesimi. Quella regola 
che egli scartava veniva presa in considerazione e messa 
in onore da Antonio de Monforte ***) un mate- 


* Pierre Fermat nacque a Beaumont de Lomagne il 1601 e morì 
il 1665 a Castres. Egli ha trattato questo metodo in un’opera pubblicata 
dopo la sua morte intitolata Méthode pour la recherche du Maximum et du 
Minimum (cfr. Qeuvres de Fermat, 1891-94, vol. I, p. 133 e vol. III, p.121). 

#*) Cfr. Opera citata. $ 5. Egli ne fa applicazione alla questione risoluta 
col problema 1° del n. 18, all’altra di trovare il massimo di 2 (a— x), 
al problema del n. 32 e ad altre questioni , e propone di risolvere con esso 
il problema del n. 39. 

#**) Cfr. Opera citata $ 1a 3. 
###*#) Antonio dje Monforte dei signori di Laurito (prov. di Salerno) 
nacque forse in Basilicata il 1644, morì il 1717 a Napoli ; egli pubblicò il 
metodo da lui usato in un’ opera molto rara, intitolata de Problematum de- 
terminatione. Egli l’applica oltre che a’ due esempi trattati da Fermat 
anche al problema di trovare il masssimo di x° (a — x)? , ‘ed il minimo di 
x* + (a — a). Per altri più minuti dettagli su quest'opera si cfr. Amodeo, 

Vila Matematica napoletana, parte I, Napoli 1905, p. 24 a 30. 
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ndo voigisa Ian dilettante, ma presto cadde 
nuovamente in obblìo. 
In onore dei due matematici citati noi lo chiamiamo me- 
. todo diFermat-Monforte; osservando però che 
il suddetto metodo fu applicato a funzioni di più variabi- 
. lida Fermat in modo astruso e con ripieghi difficili a 
| seguirsi in generale; e che il Monforte non considerò 
i problemi di più variabili. 

Qui si estende la regola di Fermat-Monforte 
anche a’ problemi a più variabili senza introdurre alcuno 
artifizio o variazione e sopratutto senza aver bisogno di 
teoremi complicati e il tutto seguendo criterii che non de- 
vono essere ripudiati quando si voglia seguire la teoria 
generale della derivata o quando si passa allo’ studio del 
Calcolo infinitesimale. 

Crediamo perciò che la gioventù studiosa ci potrà essere 
grati di questa esposizione che apporta ad essa una dimi- 
nuzione di fatica, e la possibilità di risolvere i problemi 
più difficili che altrimenti resterebbero insoluti da parte 
sua. 


- 
() 


” 


4. ReGoLA DI FERMAT-MonFoRTE. La regola risulta dal 
‘seguente ragionamento. 
Se la funzione è massima o minima per e=a dovrà ne- 
1 cessariamente assumere valori eguali per infinite da 
di valori %,,%, dell’intorno di a, e la differenza f(2,) — /(g); 
‘che è sempre divisibile per «x, — %,, conterrà una o più 
| volte il fattore @, — 2, ; soppresso questo fattore x, — %,, 
quante volte è possibile, il quoziente che risulta dovrà 
| essere nullo per l’ipotesi fatta che /(2,) ed /(x,) erano e- 
| guali a prescindere da un particolare valore di « e per 
; 2, x,. Se ora si pone in questo quoziente x, = x, =, 
È risulterà un'equazione in x, le cui radici in generale rap- 
| presenteranno i valori della variabile peri quali la fun- 
. zione risulta massima o minima. E perciò sostituendo 
ciascuno di questi. valori nella data funzione si avrà il 
| massimo 0 il minimo valore per esso assunto dalla fun- 
zione. 
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La regola è dunque la seguente : o | 
St ponga f (x,)— f(x,)=0, e raccolti insieme i termini i 
che hanno fattori comuni, si cerchi di sopprimere quanie 
volte è possibile il fattore X, — Xa, Che per solito si pre- 
senta. Sî ponga dopo X,=Xy,="X @ st risolva l'equazione 
risultante in x. Le radici saranno in generale î valori 
della variabile per i quali la funzione diventa massima 0 
minima. 


Il primo membro dell’equazione che risulta-non è altro 
che il limite del rapporto 


f(c.) — f(a,) ; 


Xi da 





per 2, = %, = @, e quindi la regola suddetta conduce a tro- 
vare ed eguagliare a zero precisamente la prima derivata P 
della funzione data. i 
Quindi la regola suddetta si può enunciare con linguag- È 
glo più conciso così : 5 
St cerchi la derivata prima della funzione e si eguagli 
a zero ; le radici dell'equazione che risulta sono in gene- 
rale è valori della variabile che rendono massima o mini- i 
ma la funzione. *) te: < 
Si può anche decidere qual’è l'andamento della funzio- 
ne, e quindi se quel valore è massimo o minimo per la 
funzione o non lo sia affatto, osservando il segno che la 
derivata assume a sinistra e a destra del punto a in cui 
la prima derivata si annulla. Se, per es., la prima deri- 
vata è positiva a sinistra, negativa a destra di a, la fun- 
zione è crescente a sinistra, decrescente a destra e pas- 
sa perciò per.un massimo *). Resta sempre la possibilità 
che il valore trovato possa non corrispondere ad un valore 
massimo o minimo della funzione, come per esempio av- 


viene quando la derivata non cambia segno per quel va- 
lore. Ù 
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*) La regola di Fermat- Monforte è preferibile alla ricerca diretta 
delle derivate fino a quando lo studioso non'ha acquistato la pratica del- 


le derivate delle funzioni più semplici, poiché quell’ unica regola lo con- 
durrà sempre direttamente allo scopo , anche per fun 
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zioni complicate. 
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In alcuni casi, e precisamente quando la funzione data 
è di secondo grado nella variabile 2, può essere utile 0s- 
servare che, se si risolve rispetto ad x l’equazione y=/(); 
i valori di y per i quali la variabile indipendente x assu- 
me valori eguali saranno in generale i valori massimi o 
minimi della funzione. 





5. MASSIMI E MINIMI DI FUNZIONI DI PIÙ VARIABILI. Quando 
una funzione / è dipendente da più variabili ©, y, 3, 
si dice che un fatto qualsiasi avviene intorno al gruppo 4, 
b, c,... di valori di questa variabile (oppure come si suol 
dire intorno al punto abc...) quando si vuole affermare che 
esiste un numero 7 piccolissimo tale che per tutti i valori 


a—-hz%«za+h, 
b-hnZzyZ2b5+ Ah, 
c-hsz 3% <C+h, 


. 


ovvero per 
|e—-a|zh , |y-b|=Ah,  |z-c|zh ,..., 
il fatto sì verifica sempre, eccettuato soltanto (al dai per 
il gruppo a, d,c,...cioè peroa=a,y=db,z=cC, 
Si dice che una rave f(€,Y,3) diventa massima DS 
il gruppo a,0,c,... delle variabili se intorno a questo 


gruppo nessun valore della funzione è maggiore di /(a,5,c,...), 
cioe se sì abbia sempre 


f(a,b;c)=>f(0,v;z)-. 
Si dice che una funzione /(@, y , 3) diventa minima per 


*) Per decidere se la funzione è massima o minima si può anche ricor- 
rere alla seconda derivata della funzione (che è la prima derivata della 
sua prima derivata), ritenendo che se la seconda derivata è negativa la funzio- 
né è massima, se è positiva la funzione è minima. Ma noi eviteremo di ricor- 
rere a questo criterio (che presenta anch’esso dei dubbi pel caso che la se- 
conda derivata si annulli), per evitare di dover sovraccaricare la teoria di 
altre nozioni, che sarebbero anche un lusso inutile nel campo elementaro, 
potendosi le dette cose ottenere direttamente e meglio soltanto dall’esame : 
dell’andamento della prima derivata. 






"CAP VI 


il gruppo a, d, c delle variabili. se intorno a questo gruppo 
nessun valore della funzione k minore di f(a,b,c), cioè 
se si ha sempre 


ali aero 


è, »“ 


6. Alle funzioni a più variabili si può estendere la gii 
diFermat-Monforte per la ricerca dei valori a, dc. 
per i quali esse divengono massime o minime. 

Se nella funzione / (x,y, <) diamo a tutte le variabili , 
eccetto che ad una sola di esse, p. es. 2, il valore che esse 
hanno nel gruppo a, d, c la funzione 


TG0:0) - 


sì potrà considerare come funzione di una sola variabile &, 
che per x = a diventa massima 0 minima, e quindi dovrà 
essere nell’intorno di ade 


f(2,,0,c) — f(0,,b,c)=0 


ed anche nullo il quoziente che si ottiene da questa equa- 
zione con la soppressione del fattore @, — x,; ed in questo. 
quoziente posto x, = «,= @ si avrà un’equazione che avrà 
per radiciivalori a che con d e c rappresentano in gene- 
rale i gruppi nei quali la funzione diviene massima o mi- 
nima. Analoghe considerazioni si possono fare per la varia- 
bile y e per la variabile 2, e dalle equazioni 


f(a,y, e) —[(4,v,,6)=0,/(a,6,%)-f(a,0,2,)=0 


sì otterranno, con la soppressione dei fattori YiV 4% 
e col porre rispettivamente y, = y, = y, 3, =%,== 4, delle 
equazioni a cui debbono soddisfare i valori «4 ,d,c che ren- 
dono massima o minima la funzione data. 

Quindi risulta la seguente regola : 

Netta equazione data si supponga variabile una per 
volta una sola delle variabili e si applichi ogni volta ta 
regola di Fermat-Monforte, si avranno tante equa- 
zioni quante sono le variabili, che formano un sistema 
le cui soluzioni rappresentano in generale i gruppi di 
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Brioni che no) divenire massima o minima la fun- 
zione. 


$ 2.— Discussione delle funzioni. 


= 


7. FUNZIONE LINFARE. La funzione y == ax + b non ha 
assimo né minimo. 


| Infatti, posto la derivata eguale a zero, si ha a=0. 
Il che non dà alcun valore per 


biamo osservato al n. 17, es. 1° del Cap. VII, ma si può anche 
dedurre da ciò, che questa funzione risoluta rispetto ad & 


y — d 
dà ui Page e quindi & acquista sempre un unico va- 
lore di y, e perciò y non può mai essere né massimo né 
minimo. 
bg. FUNZIONE DI 2° aRADO. // trinomio di secondo grado 
b 
=QX i bxbc ha un valore massimo o minimo per > e: 


. Infatti, posto eguale a zero la derivata si ha 
en ao PO, 
d 


cioè Te ar=—— 
i Pd 


d unque per questo valore di 2, il trinomio può divenire 
massimo o minimo. 

| Conlaregola di Fermat- Monforte si direbbe: Deve essere 
ax," + be, + c — (ax°, + bo, + c)=0 

e riducendo 
a(x°, — e°) + bc — 2,)=0 


o Mise pendo il fattore x, — x, 


a(e, PA) agi 
posto ora x, =x,=%x si ha 


Qaxr + b= 0 
b 
sioè x = — 798 come precedentemente. 
\ a 
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Alla stessa conclusione si giunge anche per quel che ab- 








Cap. VII. -$ 2 


Intanto, se è a>0, la prima. derivata 2a0H1 del trinomio. 
DA 


b 
è negativa per x SE ed è positiva pera > — a 


quindi la funzione per a > 0 è decrescente a sinistra di 


ao) crescente a destra e percio diventa minima in quel 
a . FS 


punto. Mentre, se è a<0, la derivata è positiva a sini-| 
stra negativa a destra della radice, e quindi la funzione è. 


È 
= 


crescente a sinistra decrescente a dritta di* — 5a e perciò |. 


diviene massima in quel punto. È 
Per sapere qual’ è questo massimo o minimo bisogna so-. 
stituire nel trinomio ad « il valore trovato e si ha : 1 


br bi dî 4ac — bl 
‘i 4a? 2a nu To 4 dei 40 40 4 
Si suole anche giungere a questo risultato risolvendo l'equazione. 
ax* + br +e —y=0 rispetto alla variabile x; con ciò si ha: 


DFV 68 dale y) 
XE ———___—————————m———mL 
2a 


da cui si vede che x acquista valori eguali quando 
? _4al(c- y)=0, i = 


-4ac ="b? Hr 
cioè quando yi 2iarenl) Intanto qui si può osservare che | 
a 


intorno a questo valore di y si hanno valori reali di x per. i 
5° — 4ac + 4ay> 0, da cui si ricava day > 4ac — di, edi 


* = 





4ac — d° ca 

quindi se a è positivo sarà y > Remo è negativo di 
a i 
dac— b° *1 KI «]* 4ac.— b° x * L : dn a 
Veri . Perciò se a è positivo ——_—ttt+@+@ è il mini-. 
4a 4a È 


mo della funzione e se a è negativo quello è il massimo, — È 


9. Questo risultato conferma quanto abbiamo già. osser- 
vato al n. 18 del Cap. VI, cioè che il valore minimo 0 mas-/ 
simo del trinomio di 2° grado è sempre rappresentato dal-. 
l’ordinata del vertice della parabola che rappresenta il 


da cui si ha 
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detto trinomio, e l’ascissa di detto vertice da il valore della 
variabile pel quale il trinomio diventa minimo o massimo. 


Nel vertice la tangente geometrica della curva è parallela 
all'asse delle 2, poiché l’angolo che essa fa con l’asse delle 
ascisse ha per tangente trigonometrica zero e quindi è esso 
stesso zero. 


I0. PorinomIo DI 3° GRADO. Il polinomio di 3° grado 
y=ax° + bx* + cx +d na în generale un valore massimo 


eduno minimo se b® — 3ac> 0 e non ha né massimo né mi- 


nimo se bh? — 3ac<0. 
Invero, applicando la regola data, perché il polinomio 
sia massimo o minimo deve essere la derivata: 


3ax?° + 2bo + c=0 Ri 


= bxV b° — 3ac 
do = — = * 
84 


Con la regola di Fermat-Monforte si sarebbe avuto lo 
stesso risultato. Infatti deve essere 


(ax,° + be,° + ce, + d) si (ax, + da, +eco, + d)=0 
ovvero 
a(c x") + b(2,° — 2°) + c(e, — el) 


e sopprimendo il fattore x, — x, 


a(2,° + 2,7, + 2,9) + do, +2) +e =0 
e posto ax, =2a,=%, 


Zar? + 2a +e=0, 

come sopra. 

Supponiamo per fissare le idee che a sia positivo. In tal 
caso se le radici @,, , sono reali e distinte (cioè se 
dè — 3ac> 0), la prima derivata 3ax? + 2ba + c è positiva 
esternameute all’intervallo (2, , ,) e negativa internamen- 
te, quindi la funzione data è crescente a sinistra di 2, de- 
cresce nell’intervallo (x,, «,) e cresce nuovamente a destra 
di #,; perciò la funzione data y assume per x, un valore 
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massimo, e per x, un valore minimo, come si vede nelle 
due curve della figura seguente. 


\ 


dipeso 
È 
[Se _ 


| 





Se le radici del trinomio divengono eguali (cioè se 9°=3ac) 


il trinomio della prima derivata è positivo per qualunque 


É d i 
valore della variabile, eccetto che in I pelquale si an- 


nulla, quindi la funzione è crescente a sinistra di wir. cre-. 


scente a dritta di esso, quindi in questo caso la curva non 
presenta valori massimi o minimi € presenta l'andamento 
indieato dalla curva a sinistra della figura seguente. 


Si dice che la detta curva s’n/lette nel punto — Rae o) 


che quel punto è un suo //esso, e questo è il caso in cui, 





anche essendo = 0 la derivata, non si ha né massimo, |) 3 
né minimo. ; | 

Se invece le radici sono complesse (cioè se 0*<3ac), il 
trinomio della prima derivata è sempre positivo per qua- 
lunque valore della variabile, quindi la funzione è sempre 





st 


% 





nemmanco in questo caso la curva presenta massimo, né 
minimo. 


II. FUNZIONI FRATTE DI 1° GRADO. i 
Trovare i valori massimi 0 minimi della funzione 


ax +b 
omografica vat (supposto a' +0) e discutere la 
funzione. 
La funzione non è continua per a'e + = 0 quindi oc- 
: È i d' d' 
corre considerarla nei due intervalli | — 0, — )(- n +2) 
» 


La derivata della data funzione è (n. 19, 13°, VII) 


ab' — a» 
YyY n % r Na? 

(a'0 +0) 
essa è quindi sempre positiva o sempre negativa o sem- 
pre nulla, secondo che ab'— ad —0. 

.La funzione è quindi sempre crescente se ad — ad > 0, 
sempre decrescente se ab' — 420 <0, sempre costante se 
ab' — a'b=0. Perciò la ‘funzione non ha né massimo, né 
minimo. 

SPESSE 3 ax + db 
‘ Si può anche osservare che la funzione y= ——+, resa 
axcg+d 
intera dà 
c(a—-a'y+b—by=0, 


dalla quale si vede che ad ogni valore di y corrisponde 
un solo valore di 2; e quindi anche in tal modo si con- 
chiude che non vi sono massimi o minimi. 


, 


aa 33% (o) db 
"Se ab'— ab è nullo (cioè sen=), numeratore e de- 


nominatore si annullano contemporaneamente, e la fun- 
zione > 


e) 
. CARERO 

















è sempre eguale ad ni eccetto che per ax= — ©” nelqual | 


caso la funzione prende qualunque valore. 


Risoluta per rispetto ad a ci da a = — = 
(i -v) 


db 
da cui sì vede che per qualunque valore di yvlaax=—. 


LÀ 





db 
eccetto che y= — x nel qual caso la x prende qualun- 


que valore. Da ciò si deduce che la funzione in tal caso 
è rappresentata da due rette parallele agli assi che ta- 


i CEE (7) db 
gliano questi nei punti a = — VOLE Sa 7: 
4X +4 6 
P. es. la funzione y = ii è rappresentata da due 
rette perpendicolari perallalo agli assi, una che passa per 
3 . 
y= 2, l’altra pera=— CAS 


dx + 2 


Sia la funzione y= lì Essa è discontinua nel punto «=1, 


= 
e quindi è continua negli intervalli (— o, 1) e (1,00). 
Osservando che: 


y 


5 
lim y=lim-—=- , 
vE=1=39 0 :€ 


5 
li = lim — = 
nr LEE fa +e Es di 
ed osservando ancora che, pel n. 28 
del Cap.VII, lim y=8; risulta che la 


a=%0 i 
funzione decresce da 3 a — o nel- 


l'intervallo (— o, 1), salta da — o 


a + 0 nel punto 1, e decresce da 
+ a 8 uell’intervallo (4 #19; 


La curva di questo en è un’vperbole equilatera, essa nia 
un assintoto nella retta perpendicolare all'asse OX nel punto 1, 








vio + Ar 


(D Line ag CE 


e un altro CERA Tote 1ot00 o ipsidicolbre Sita LI da 
punto 3: 


12. FUNZIONI FRATTE DI 2° cRADO. Trovare .i valori mas- 
\stmi e minimi della funzione frazionaria 


_ ae + be +e 

SE apri do + ce 
‘1 nell'ipotesi che a cd a' siano +0 e discutere la funzione. 
. Occorre notare che la funzione data non è continua per 
] valori che annullano il denominatore, perciò occorre con- 
siderare la funzione negl’ intervalli in cui quei valori di- 
vidono la variabile numerica. Per trovare .i valori di-& 
che la rendono massima o minima, applichiamo la regola 


per trovare la derivata di una funzione fratta. Per questa 
regola risulta che la derivata è 


IE +0)(0'e° +DdDx +0) ac + 0) (ax + be + 6; 
(a9° + dD'x+ ce) 
‘ovvero, riducendo, 
(ab' — a'b)x° 4 2(ac' — a'c)a + (be — bdc) 
(a'x° + d'a + e’)? — 
. Il denominatore di questa derivata è sempre positivo ne- 
«gli intervalli in cui la funzione è continua, perciò in essi 


la derivata conserva il segno del numeratore; essa si an- 
nulla per i valori che rendono 


(ab' — a'b)x° + 2ac' — a'clx + (be — de)= 0. (1) 
Quindi i valori per i quali la funzione diventa massima 0° 
minima sono : 

— (ac — a'e) © V (ac — ae) — (ab' — alb) (be' — be). 
E —__ 7 IT PIT ETTI TIA 
ab' — ab i 


e perchè essi esistano effettivamente occorre anzitutto che 
il discriminante della (1), che abbiamo glà indicato (Cap. 











CE 13) con — R, sia =0, cioè che sia. 


(ac — a'c) — (ab' — a'd) (be — bd'eh=0. (2) 


Però quando la (2) è eguale a zero, essa rappresenta la.) 
condizione necessaria e sufficiente, affinchè i termini del- 
la funzione data abbiano un fattor comune (Algebra, Cap. 
VI, 9) *): sopprimendo questo fattore si ha che la funzio- 
ne dA la forma 


max n° 
— m'aet+n 





bj 


cioè diviene una funzione di primo grado. Dunque nel caso 
che la (2) sia = 0 la funzione non ha né massimo, né mi- 
nimo. | 

Un altro caso in cui la funzione non ha né massimo, né 
minimo si ha quando — R è < 0. In tal caso la derivata 
conserva sempre lo stesso segno, quindi la funzione 
sempre crescente o sempre decrescente; dippiù le radici del 
numeratore è del denominatore della y si separano, il che 
importa che le une e le altre debbano essere necessaria-1| 
mente reali, cioè che sia 9° — 4ac> 0, 9° — 4a'c'> 0; 

Se indichiamo con a e B le radici del denominatore, per 
questi valori della @ la funzione è discontinua, e perciò 
essa è continua negli intervalli (— cv, a), (a, 8), (8, + 0 Ya 
e quindi se ad’ — a'b è positivo la funzione sarà crescente 
in ognuno dei detti intervalli e presenta la forma data 
dalla figura appresso segnata; se invece il primo coefficiente 
è negativo, la funzione sarà decrescente in ognuno dei sud- 
detti intervalli. > | 

Allorquando le radici"@, ed x, della derivata sono reali (| 
e distinte, cioè quando sia 

(ac' — a'c)) — (ab' — a'd) (bc' — b'e)> 0, (3) 


fù 
pe 


per i valori x,,x, la funzione può divenire massima 0 
minima. Per riconoscere se e quale di essi è massimo e qua- 


*) Cfr. anche Aritm. sd Alg., Cap. XII, 9. 
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le minimo, occorre esaminare i tre casì : 
ab' — ab> 0, ab'— ab <0, ad -— a'b=0. 


Se è ad' — ab> 0, la derivata è positiva esternamente 
all’intervallo delle radici, è negativa nell’ interno di esso, 
quindi, a prescindere dalla discontinuità che la funzione 
y assume per i valori a e 8 che annullano il denominato- 
re, se esistono, essa deve essere crescente in ciascuno de- 
gli intervalli in cui è continua quando « varia da — 00 


Zi2 


xi 
| 


| 


ad.2,, decrescente nell’intervallo (2, , 0,) o negli intervalli 
in esso compreso, e crescente nell’intervallo (@,, +0) 0 
negli intervalli in cui questo può essere spezzato dalle di- 
scontinuità della funzione. ; 

E perciò la funzione sempre assume un valore massimo 
in 2;, ed un valore minimo in x, . 

Se è ab' — a'b < 0, la derivata è negativa esternamen- 
te all’intervallo (x, , x,) e positiva internamente ad esso; 
quindi, con le stesse cautele indicate sopra, la funzione è 
decrescente nell’intervallo ( — 00, x,), crescente nell’inter- 
vallo (x,, @,), e decrescente nell’intervallo (x,, + 0). E 
perciò la funzione diviene minima in x, e massima in x, . 

Se ab' — a'b = 0, il segno della derivata dipende da 


Xac' — a'c)x + (be = Dc) , 


pare r3* dti 





Te — "ve 
 2Ddac—=a' C) 
per x = ©). Inoltre se è ac'— a'c>0 la derivata è ne- 
gativa a sinistra, positiva a-destra di @, e quindi la fun- 
zione decresce nell’intervallo ( — %, %,) cresce nell’inter- 
vallo (.£,. + x) e perciò è minima in X%, e massima per 
ES 
. Se invece ac' — a'c < 0, è avviene il contrario, cioè la fun- 
zione è massima in a,, minima per x = x. 

Si può dunque conchiudere così : | 

La funzione data non ha massimo né minimo quan- 
do la risultante dei. due termini della funzione , 
—R=(ac'—a’c)-(ab'—a'b) (bc'—b' e), è minore 0 eguale a 
zero; ha invece un massimo ed un minimo quando la ri- 
sullante è maggiore di zero; e questi si hanno per i valori 
Xx, ed X, dell'equazione 


e quindi essa si annulla per x, = (oltre che 


(ab' — a'b)a?® 4- 2(ac' di ac)x + (be — be)=0 . 
E più precisamente : 


see ab'—a'b> 0, la funzione è massima in Xy, MINIMA în xa 
seé ab'—a'b <0, la funzione è minima in x,, Massima in x, 
e ac'—a'c>0, la funzione è minima în i. ; 
massima all’ 
ac'—a'c<0, la funzione è massima în x 
minima all’ . 


seè ab'—a'b=0 ed 


13. Sostituendo i valori di x, ed , nella espressione della fun- 
zione y si trovano i valori massimi e minimi della funzione; ma 
ad essi si può pervenire direttamente anche nel seguente modo, 
che ci piace di riportare per curiosità di confronto. Moltiplichiamo 
la (3) per 4 ed aggiungiamo e “sottragghiamo i termini 16aa'ce' e 
b°b'?, si ha: 
4d(ac'+ u'c))-dab'be' -4a'bd'e +-4ab'"c44a'B8c'-16a0'cc'4-b902-6?/*>0 $ 

4 


| ovvero, semplificando, 


d ao +-a'o)° —4bb'(ac'4-a'c) +0°8'9—b'6? —4ao) + da'e(b°—4ac)50, 








IO CT 
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APSEVILI: == 
(2ac' + 2a'e — bb'Y'— (0°— 4ac)(b'*— 4a'c')==0. (4) 
le € 
È Vediamo ora che cosa rappresenta questa equazione. Dalla data 
| funzione ricaviamo il valore di x; liberandola da’ fratti si ha 

I (ax + d'a + c)y= a+ be 4 e, 

È 


la quale, ordinata rispetto ad «x, diviene 


FORI PRIA 


(a—a'y)a2+ (6 —by)e +(o—cy)=0, (5) 


e risoluta dà 


FERRE Ti 


at? 


Lu ._-0-bmxV6-vy-sa=de=d) 
î 2(a— a'y) 

Il discriminante della (5), sviluppato dà: 

i 

È b°— 26b'y + b'°y° — 4ac — 4a'c'y° + 4dac'y + 4a'cy , 


| ordinato ed eguagliato a zero diviene 


È (0? 4a'e')y"4-2(Qac'+ 2a'e — b')y +0°— dac=0, (6) 


| e risoluto rispetto ad y dà per radici 


pe —(2ac'+-2a/e — bra V(2ac' + Za'c-bb')—(6* —4ac)(0'°—4a'c') 
LEE, VIE re e Sr, 


E quindi risulta che la formola (4) rappresenta la ‘condizione 
perché il trinomio (6) abbia radici reali e distinte. 

Indichiamo con y, ed y, le radici del trinomio (6) ed osser- 
viamo che esso assume valori positivi per i valori di y compresi 
fra le radici y, ed y,, se il coefficiente del primo termine è ne- 
gativo, e per i valori esterni alle radici, se il coefficiente del pri- 
mo termine è positivo. Dunque nel caso che sia d''— 4a'e < 0 
tutti i valori della y che dànno al trinomio (6) un valore. posi- 
‘tivo, e quindi corrispondono a valori reali della Xx, sono» com- 


bITFEEO TIFARE RAI INT SEE 
cinta ; 


presi fra y, ed y,, cioè soddisfano a questa condizione : 


PIENE 7 PIPE 


CES WR 





e perciò y, è un minimo ed y, è un massimo dei valori che la. 


f 


funzione y può assumere. uo È 
. : . . . 8 —+ % 

Nel caso che sia 0 — 4a'c'>0 i valori della y soddisfano in- 
vece alle condizioni 3 


Ye YU 


dunque in tal caso y, è un massimo ed y, è un minimo della - 


funzione y. 
Resta solo a vedere che cosa avviene quando 5' — da'e—=0, 
cioè quando il denominatore della funzione data si riduce ad un | 


quadrato. Il trinomio (6) diviene in tal caso 
2(2ac + 2a'ce — bb9)y + 0° 4ae=0, (7) 
e quindi, se il suo primo coefficiente è positivo, si avrà: a 
— (6°— 4ac) 
TE repressiva DI 
2(2ac + 2a'e — bb) 
e l’unica radice della (7) rappresenta un minimo della funzioné. 3 


Se invece il primo coefficiente è negativo si ha 


dint (b°— 4ac) 
ig 2(2ac'+ 2a'c — bd) 


e in tal caso l’ unica radice della (7) rappresenta un massimo È 
della funzione y. Il trinomio (6) ha però in questo caso un'altra | 
radice = Î- 00, e questa è rispettivamente un massimo o un È 
minimo. 30 

Riepilogando dunque si ha: 


ti 


b'—da''<0, y, è minimo , , è massimo; 
| 5° -d4a'c' 50, y, è massimo , %, è minimo;. È: 
| =-+ x è massimo . 
Se | 2ac'+2a'c—-bb9'>0, “a ped: i a 
Y, è minimo; 


b'—4a'c'=0 e 


rel VI è PRE 1 Za) 3 
* | 2ac' +2a'c- bb'<0, O va To 


Y, è massimo. 










Car VII pussy 2 
b'—b'y 


I valori massimi e minimi di y fanno essere x=— —, 
è 2Xa_-ay) 


= 


quindi nella pratica, allorquando si sono trovati i Ia reali e 
di 


Qax+ d 
istinti della x, a cui devono corrispondere i valori massimi 0 
Za +b 


ha 
Lit quale equazione, risolvendo rispetto ad y, si ha yo pra pone 
È 
| 
minimi della y, si sostituiscono in y= , e si hanno i 
2a'® 2a'xa + 6 


| valori cercati. Però quando i valori x, ed x, si presentano sotto 
| forma irrazionale, più pratico è di ricavare direttamente i valori 









Y,:%, dall'equazione (6). 


14. ESAMPII. 





À Qx°— br +3 
1.° Discutere la funzione x i 
3x*+ dx — 20 
1 valori che annullano il denominatore sono e = —!°%,, 2; 





quindi la funzione è continua negli intervalli (— 0, — 8 SISI] 


ti 1,12); (2 + 2). 


Inoltre diviene nulla per i valori che annullano il numeratore, 


PIOTANTERTE 


CITI 


ITA 2 
‘cioè per x=1,°/,, e diviene "cas pero =st3,00+ 


I valori di x che rendono massima e minima la funzione data 


ta 


‘si ottengono dall’ equazione 






FICTION 


(8 +15)e?2+2(— 40 — 9)x + (100 — 12)= 


Io 17) 
3 cioè 29x°— 98x +88=0, e 
49 7377 
e quindi PIE Z2 DO ; E 


À 


| dove x, è un numero irrazionale compreso fra 1 e °/, ed x, è 
Bi z1039 numero vicinissimo a 8 compreso fra 8 e 4. 

E siccome la derivata è positiva peri valori esterni all’ inter- 
vallo delle radici ed è negativa per i valori interni ad esso; ne 
‘deduciamo che la funzione data nel primo intervallo è crescente 










a n 
da TE a -|- 00; è crescente nel secondo intervallo da — o al va- 
* 





lore che essa assume in 2, che è perciò massimo, ta detresdad 
fino a — 0; e nel terzo intervallo decresce da + 0 al valore 
| che essa assume in x,, che è perciò minimo, per poi crescere o i 


2 
tamente da questo a ra (veggasi la figura). 


I valori massimi e minimi di y si possono trovare direttamente | 


J 

Î 

i 
de 





ricorrendo alla (6), la quale dà 


256y°4+ 2(— 80 + 18 + 20)y + (25 — 249)= 0, 





ovvero i È 
266y— 84y+1=0, Su 
e risolvendo 23 
24565 V377 
= st 128 


Per vedere qual'è il massimo e qual’ è il minimo della funzione 
si poteva gnardare il discriminante del denominatore ; questo è 
16+240%>0, 
quindi y, è massimo ed y, è minimo, 
toe Mste ei 


Sicché ‘il-. massimo è .—_— ——_ aq *#), ed il minimo è 
ra 128 64 sia 
MATTE 


EER OSATE 


#) Con TOO segno (y si intende dire è eguale circa () oppure è eguale — 
approssimatamente a. 








de — 5 
GerTP 4a 


Per trovare questi valori si possono sostituire in = 


i valori x, ,&, trovati per «, e si ha: 








196 74/377 — 115 814377 
destare Sena Satire 
294 76V877+ 92 2(193-+38} 377) 


__(8174V877)(198+8/877) _ 1110977529377 217377 
- 2(198*— 9 + 877) 36 SE g + BRB66 e n 


Si rileva dalla discussione che la curva che rappresenta la data 
tunzione ha tre asintoti: due perpendicolari all'asse OX nei punti 


12 
—%, è 2, l’altro perpendicolare all’asse OY nel punto si 


x}— bx + 6 
SI 

Di questa funzione il denominatore non ha radici reali, quindi 
essa è continua per tutti i valori della variabile; inoltre essa 
si annulla per i valori 2 e 3 della variabile, e diviene eguale 
ad 1 per = 00. I valori di x che rendono massima o minima 
la funzione data si ottengono. dall’ equazione 


(24 5)e"+2(03—6)x+(-15-+12)=0, 








15. 2.° Discutere la funzione y = 


cioè da 
xa—- dx — 1=0, 
e quindi sono 


a=17 Va; 





e poiché la derivata è po- 
sitiva per i valori esterni 
all’ intervallo delle radici (1 sul O Ll4 V2) e negativa. per i 
valori interni, si può conchiudere che la detta funzione è crescente 
quando x varia da — co ad @,, indi decresce quando « varia da 
x, ad x, e poi cresce nuovamente quando «x varia da v, a — o. 


9) 


Sicché in x, si ha il massimo ed in «, il minimo valure. 






- Gap. VIIL-$82. = — ii 


Questi valori massimo e minimo si ottengono sostituendo @, 





ed «, in $ 
2x — 5 
den ene 
e si ha 
__372V? #8W8 +44 lr; 
x2V2 dica 4 


oppure dall'equazione (6), 


— 89 + 16y+1=0, 
che ha per radici 


ge 4s DCR 
Miri ai O 7 cd aiaparni e 
e poichè il coefficiente di y? è negativo risulta che 


y, è il minimo. , yy, è il massimo 


valore della funzione. 
La curva che rappresenta la data funzione ha un solo asin- 
toto perpendicolare all’asse OY nel punto 1. 


() 4 5 Pe 4 nera 1 
16. 3.° Discutere la funzione y = RE 
x -4x +4 


Il denominatore di questa funzione è quadrato perfetto =(e—-2), 
quindi la funzione diviene 
solo per x == 2, e perciò 
essa è continua negli inter- 
valli (— 0, 2) e(2, + cs). 
Essa si annulla per e=—-°/y 
e 24/, e diviene eguale a 4 
per ax= 27%, mentre è 
=—. 0 pera=2. 





I valori di x che rendono 
massima o minima la funzione si ottengono dall’equazione 


(- 164 4) x° + 2(16 + 15)x +(— 16 — 60)=0 
cioè da i; 
— 62° +81r — 88=0, 












È i e d29 td Mr] rr. 
e quindi son 








E: ; 

A a hu. 1 p: 
o,=2 o = 8 TORA 
e poiché la derivata è negativa esternamente all’i 


intervallo delle 
radici, risulta che la funzione nel primo intervallo decresce da 


a — %, nel secondo intervallo cresce da — 9% al valore che 
assume in x,, per poi -decrescere nuovamente fino a 4. 
| Sicché il massimo valore della funzione si ha per 





















Gao lai 
ed il minimo valore è — % quando a = 2, i 
— Questi valori si possono ottenere sostituendo 3'/, © 2 în di 
) 8a — 4 4x — 2 a 
È: SIAT e; i 
e si ha y=9 !/|, © 0, oppure dall’equazione 
i 0y° — 28y + 256 = 0 
A i £ 64 ; 7 
che ha una radice 0, e l’altra — — . 


La curva che rappresenta la funzione data ha un asintoto por- 


pendicolare all'asse OX nel punto 2, ed un altro perpendicolare 
ll’asse OY nel punto 4. 


n 


È pace: x —2x - 8 / 
I7. 4.° Discutere la Funzione y = — — 
= D x — 2x +1 
e di questa funzione è un quadrato perfetto 
&— 1), quindi la funzione diviene co solo per «=1, 
| continua negli intervalli (— ©, 1), (L, + 00) 
er x —1e8, diviene eguale 
.I valori di x che rendono mas- 








; TI denominator 


@ perciò essa 
. Essa si annulla 
adi per o 900, 


ima o minima la funzione si. ot- Y 
ngono dall'equazione derivata 
fo 00 +8 8-0 ESE: 
po CIT 
quindi sono \ ; i 373 # 


meo cid 1 %a= 0; 


poiché la derivata è negativa per I | 
<l1, e positiva per 31 


lta che la funzione decresce dala- nell’intervallo (0; 1) 
poi cresce da — % a ] nell'intervallo (L, +), sicché in 
dianal. alg. elementare, 3. ediz. 


AMODEO — Complementi 19 i 


— Qo 


Le 
“ P 


Cap. 


x = 1 si ha un minimo A oa ed in e =" si. had 


massimo. 


Per avere il alone massimo e il minimo della funzione si pus 
ricorrere direttamente alla funzione data e si trova 


” 


limy=— %; limy=1. : 
= ezio 
La curva che rappresenta la funzione data ha un asintoto per- 
pendicolare all'asse OX in x = L, ed un altro perpendicolare 


all'asse OY nel punto 1. 


18. APPLICAZIONI. i x 


Problema |.° Di due numeri positivi di cui la somma è costante — 


ed è eguale a 2a, trovare il massimo pr odotto, oppure la minima s0m- 
ma dei loro quadrate. 
1.° Sia x uno dei numeri, l’altro sarà 2a — x e quindi il loro 
prodotto è 
y=x(2a--x) = — r° + 2ax 


Poiché il coefficiente di x? è negativo, la funzione y deve as- 
sumeréè un valore massimo e ciò avviene per x = a (n. 8). 

Volendo fare a meno del teorema della funzione di 2° grado 
si dirà: applicando la regola, dev'essere la derivata 


— 2x +2a=0, 


e siccome questa è positiva per x <a, @ negativa per « >a, si 


ha un massimo per x = d. 





a: 


Dunque si ha il massimo prodotto TURnda i numeri sono eguali — 


fra loro, ed il prodotto massimo è y=s. 


Si può anche giungere elegantemente e direttamente alla so- 
luzione del problema qualora uno dei numeri si ponga eguale ad i 


at; 1 l’altro sarà eguale ad a —z e il prodotto è 


(a + 2)(a—2z)=a' — 2h, x 


x 


da cui si vede che esso è sempre minore di a*, eccetto uando . 
) i x 


s<=00. 


L’ interpetrazione geometrica del problema deo è la seguente : È 


Di tutti i rettangoti di egual perimetro il quadrato è il massimo, 











f. 


«_ 2.° La somma dei qualr 





rati dei d 
quindi dobbiamo cercare il minimo di 


n 


y= 2x° — 4ax + 4a. 


Questo trinomio effettivamente prende un valore minimo per 


4a i 
= —-,= 4; e il suo minimo valore è y= a° 4 a? — 2a?. 


2.2 


Se invece si fosse preso una parte eguale ad a +z e l’altra 


| ada — 2, si avrebbe dovuto cercare il minimo della somma 


y=(a+ 2 + (a— af = 2a +22, 


| che è sempre maggiore di 2a* per z + 0, e quindi il suo minimo 
valore è 2a? periz =0. 
L’interpetrazione geometrica di questo problema è la seguente: 
Di tutti i rettangoli di eguale perimetro quello che ha la minima 
diagonale è il quadrato. 


19. Problema 2.° Di due numeri positivi di cui è costante il pro- 
dotto p° trovare la minima somma, oppure trovare la minima somma 
. dei loro quadrati. ’ ; 

A 2 
1.° Se x è uno dei numeri, l’altro sarà t, e la somma è 
ra 


2 
P S 
’ 
X 


lado 


ed applicando la regola data per la ricerca del massimo o mini- 


mo si ha che deve essere la derivata 1 — > = 0, la quale si 


È: annulla per «= p, passando dal valcre negativo al positivo. 
Applicando direttamente la regola di Fermat - Monforte, 


“si ha 


2 2 
elem p ®, Tx 
Ea 
i | Da mi CRE 
| e sopprimendo il fattore x, — x, : 
2 
es ; 
nta 


fo — 
|. 


| ed eguagliando le variabili si ha «° = p° ovvero e = p. 
















vono essere eguali fra loro e perciò la minima. somma è e { 
L’ interpretazione geometrica è la seguente: att 
Di tutti i rettangoli che hanno eguale area il quadrato hai il mi- 
nimo perimetro. 
2.9 La somma dei quadrati dei due numeri è : 


pete 
y= a: 4 
XL 


ed applicando la solita regola si ha suocessivamente : 





4 4 2 2 
P sip x— x, 
è reca va “20 , (& — xy) —p six = 
1 24 408 
k 
P 4 4 
l—_- 3 2 ; XxX =pP , XE=P ;, 

La Lg 


a cui corrisponde y = 2p*. 


Si poteva anche osservare che ponendo x°—= 2, il problema si 

” 4 

È i e i P. 
riduce-a trovare il minimo di y==z 4 —, e pel caso precedente. 
i z 


dev’ essere 2 = p°, e quindi a =p. i o 





L’ interpretazione geometrica è la seguente: 
Di tutti i rettangoli di eguale area il quadrato ha la minima dia- AC 


gonale. 


* z i = 
20. Problema 3.° Di due numeri positivi di cui è costante la som- - 
ma dei loro quadrati, s°, sî cerca qual’ è il massimo prodotto, oppure 
qual’è la massima somma, s 


1.° Se s’ indica con 2 uno dei numeri l’altro è Vs*— 2, @ si 


è indotti a cercare. il massimo di Megthy ; 
gy=aVs—- a. 3 


1 valori di x che rendono massima quest’espressione rendono. 
massimo anche il suo quadrato, quindi siam ridotti a trovare il 


massimo di a'(s°—- e); 


e poiché i due fattori di questo prodotto 7? ed s°— x* hanno 


# 


fa è 


4 \oei 
PET: rudi 
CI (+, uit v'è 















Cap. VIII. — $ 2, 


per somma costante s°, si avrà il massimo prodotto” quando i 





fattori sono eguali fra loro, cioè quando 

8 

Va 

L' interpretazione geometrica del presente problema ‘è la se- 


guente : 
Di tutti i rettangoli iscritti nello stesso cerchio il quadrato è il 


9 
o°=st 3, 2a=s, s= 





massimo. e 
2.° Per la seconda questione bisogna cercare il massimo di 


; otVsta: 
e poiché il valore di x che rende massima o minima questa som- 


ma rende massimo o minimo anche il suo quadrato, siam ridotti 
a cercare per qual valore di x risulta massima l’ espressione 


ott sx L92xPbs— a <0 l'altra - 82 + 2x Visa. 


Il massimo o minimo di quest’espressione di ende soltanto dal 
p p 


prodotto x Visit x°, e quindi siamo ridotti alla prima parte del 


8 
problema, perciò il valore massimo si ha por ga ì 


Va 


L’ interpretazione geometrica è la seguente : 





Di tutti i rettangoli iscritti nello stesso cerchio il quadrato è quello 
di massimo perimetro. 


21. Problema 4.° Scomporre un numero positivo a in due parti 
x,y tale che il prodotto xYy4, ove pe qu sono interi e posttivi, sia 
massimo, 

Per la regola data, per avere il massimo o minimo deve essere 
eguale a zero la derivata di 


xa — a)t, 
cioò deve essere (per l'esempio 10° del n. 19 del Cap. VII) 
pa?! (a — x)t — qe? (a DIE oIitti==0 , 
Questa equazione si scinde in: fattori così : 


- ati(a— ot i[pla— a) —ge]=0, 


ua x 





Caps li 994 RI er 








e 
Ì DIE di Pa 
ed essa-si annulla per — = ,, ovvero per x = —— 
i "PHI 
37 qa 33 
quindi y= passando dal valore positivo al negativo; da 


Vis dle: 

ciò deriva che. per questi valori di x ed y il prodotto diviene mas- 

simo. Però la derivata si annulla pure per ae=0,a—-x=0, 

ma per questi valori la derivata cambia segno soltanto se p o q 

è pari, e passa dal valore negativo al positivo, quindi il prodotto è 

minimo per «=0 se p è pari, e per x=4 se gq è pari. Quindi: 
Il massimo del prodotto x? (a — x)! st ha dividendo il numero a în 


parti proporzionali agli esponenti pea. 


22. Problema 5.° Trovare il minimo valore di x pel quale diventa 
massimo il prodotto senx cosx. 

Il valore di x che rende massimo questo prodotto rende an- 
che massimo il prodotto risultante dal suo quadrato. 


2 2 
sen°x cos°x ; 


ma di questo prodotto, la somma dei fattori è costante, 


= 


sen'x + costa = 1 , 


dunque il prodotto sarà massimo quando sen x =c03 ©, cioè quando. 


sen a=sen (90° — x). 
Ciò importa che sia ‘almeno 2x = 90°; quindi 
x = 45° 


è il più piccolo valore che Ae, al problema. 
Si poteva anche dire così: 


sen x DOSE sen 2x , 


e quindi il problema si riduce a trovare il valore di x che rende 


D REY 
a 4% sù N 


ERANO 


a) 
x 


o a 


soia 


sete Sa a 


massimo sen 2x. Ma il massimo valore del seno è 1, e ciò si ha | 


per 2x = 90°, quindi a = 45°. 4 


Gli altri valori di x che rendono massimo il prodotto sen x cos a- 





ld 








PERFETTO 


RPS TR È RO O EE RI MERI E ET 


Bee 0 Car VIIL SA: 


Lora dalla formola 


-_ 


x= k CI 180° + 45° . 


» 


23. Problema 6.° Trovare per qual valore di x è massima la som- 
ma sen x + cos x. 

Il valore di x che rende massima questa-somma rende anche 
massimo il suo quadrato 


sen?x + cos'x + 2senx cose , 


. il quale si riduce a 


14-2senx cosx . 


E così si ricade nel problema precedente. 


— 24. Problema 7.° Trovare l’ altezza massima a cui perviene un 
grave spinto nel vuoto dal basso in alto con velocità v. 

Indicando con g la gravità, con t il tempo e con y l'altezza a 
cui perviene il grave al tempo t, si ha: 


gi. 
asi serra 


siamo Quindi indotti a cercare il massimo di quest’ espressione. 


Applicando il teorema del trinomio di secondo grado, il valore 


o) 
massimo di y si ha pert= — . 


Sostituendo questo valore nell’espressione di y, si ha che l'al- 


tezza a cui il mobile perviene è 





vì vi vì 
(ina 
Da ciò si ottiene 
v= V29, ) 


e ciò dice che l'altezza a cui il grave perviene è quella da cui 


_ esso dovrebbe cadere affinchè alla fine della corsa potesse acqui- 


atare la velocità . 


25. Problema 8.° Di tutti i triangoli di egual perimetro 2p e di 
eguale base a, trovare il massimo, 









i Se con ® si indica il 6 3; sarà e=2p — a— x, e quindi area 
1 del triangolo, per la formola Vop=a) (p— d) p— %), c), è espres: 
sa da E 

Vanza (P—_o)(ata—p). | i 

TRAD - Il valore di x che rende massima quest’ espressione è quello. 
stesso che rende | massimo il prodotto Ì 
®-a@+eln n 

n: 

i 

ma la somma di questi fattori è costantemente eguale ad CI 3 


A 
dunque. si ha il massimo quando i due fattori sono eguali, cioè s 


quando il triangolo è isoscele. 





» 


26. Probienia 9° ia in un triangolo di base b ed altezza sc: 


è 


i massimo rettangolo. È 
Indichiamo con «x ed y rispettivamente ]’ altezza e la base 


+ 
del rettangolo iscritto nel triangolo dato. Dai triangoli simili | 
ABC, DBE, si ha: 


biy=hih—-® ; 
b(h— x) 


da cui y=_— z 


h ’ 


e quindi l’area del rettangolo xy è data da - 


>» 


= 


FRAGEN TOI slot aio nt 


be (hf — SJ 


h SR 





Il massimo di quest’ espressione si ha per i valori di x che - 
rendono massimo il prodotto 


z(h—%); 





di cui i fattori hanno una somma costante h, e quindi si ha il i 
massimo per 


a=hT- a, 


cioè per 


h 
x= — 
2 









— 297. CAPS VIIL = 82. 
Quindi il rettangolo massimo è quello che ha per altezza la 
metà dell'altezza del triangolo. 





" 


27. Problema 10.° Circoscrivere ad una sfera il cono di minimo 
_ volume. 

Sia r il raggio della sfera ed x l'altezza del cono, e troviamoci 
3 il raggio della base del cono. I due triangoli siniili ADC ORO 


a 




















danno : DC:AD = 0E:AE, 
cioè Dear Vale — 2r) À 
US Tx 
«e. quindi. — DC = : 
Vee—2r) 
e da ciò si deduce che il volume del "cono - 
i 5; Do: le Trio mr a 
i DUE —T. Fi LE — <- ua el n reni lin n 
fo: 3 der) 8-n- 2 
z x 
‘e siamo quindi ridotti a trovare il minimo della funzione TE 
x — 2r 


Applicando la solita regola deve essere 


2 x.3 


1 . 
n LELLO, 
Ga 2 x, 2 


XL 








e libérando da' tratti (non tenendo conto dei valori di x che an- 
nullano il denominatore) 


va, —2ra,} (0,0, — 2ro 3) = 0, 
e trasponendo - 
age, — a — re, — x.) =0, 


b/-© sopprimendo il fattore comune air, 

‘ R LI 

be i WE, — 2r(ae,+x,)=0 , 
e ponendo x, =x,=, risulta x° — 4re = 0. 

La derivata si annulla o per x = 0, e questo è assurdo per 
un cono circoscritto, oppure si annulla per x=4r passando (poi- 
ché il denominatore abolito sarebbe positivo) dal valore negativo 
al positivo, e ciò dice che si ha il minimo cono circoscritto quando 
l'altezza sua è eguale al doppio del diametro della sfera. 


Ls 


* 





Ù è x + 








Capo Vill 3% 2 n È: 2 8 — 


Lund CN 
Ref: 


28. Probiera Il.° Con un cartone aan di nta b for 


mare la scatola di massimo volume. i 

Per formare la scatola occorre ritagliare agli angoli del ret- 
tangolo quattro quadrati eguali, e quindi se « è il lato di questi 
quadrati la base della scatola avrà per lati 


x 


au — 2x, b — 2x, e il suo volume è 


V=%x (a-2x)(6—2x) =abxa - 2{atb)x 224 Ag 


SLA Occorre trovare il valore di x che rende - 


Li 
| massima questa espressione. 
i = SS Eguagliando a zero la derivata, si ha 
| VW=12x°— 4(a+b)x +ab=0 
da cui 1 


1 e e e = 
o=7 (+0) x 7FVF+0 dd. 
b 
Sostituende nella data equazione ad x il valore > si ha per 


risultato 36° — 2 (a4+-5)d +ab=b(b — a), 


che per è < a è negativo ; quindi delle due radici una è minore 


l’altra è maggiore di xs La maggiore è da scartarsi, perché as- 
surda, o resta unica soluzione del problema 
1 1 SEIT 
ing boe Via 4" ab CE 


[a 


Ricordando che è a > b, si ha 


1 n 
Sg ti asa Va? —b (ab) 





“a 


È 


= 


ca 


RIN 


AT ar ie 


{ 


pil aa E pn i 


tl 


ny 


valore che si diminuisce se si sopprime nel radicale b(a — d), e — 


quindi è 


si. ha invece 


= 7 (+0) — 7 i VB + ala - ae = 0). =— 








OR VILLE 


valore che aumenta se si sopprime nel radicale a(a — db), 


quindi 
a $ 
SSSTE 
| risulta quindi che la radice minore x, è sempre compresa fra 
a db 1 
è 7 e È Se fosse a=d sarebbe x, = n a. 


29. Problema 12.° Iscrivere in una data sfera il cono di massi- 
mo volume. 

Sia ABC la sezione del cono iscritto nella sfera fatta con un 
piano passante per l’asse; e sia x la sua LE 


2 


tezza. Il raggio di base è $ 


Ss Va(2 — a) — x) 


«e quindi il volume del cono è 


“ 





1 1 
SS pre (RE) aaa — 2) È 


_Il massimo volume si otterrà per i valori di x che rendono 
massimo il prodotto 


e (2r — 2); - 


e siccome in questo prodotto la somma dei fattori x, 2r—x è 
costante, si avrà il massimo quando 


x Q2r-x 


cioè quando 


Ma a ciò si poteva pervenire anche direttamente applicando la 
solita regola. 
Infatti dev'essere 


er — x,) — c,(2r — x) =0, 


® 


È , 2 3 2 SNA 
cioè are — Ge (2ra, — 0) =.0:; 








CAPAVITE. CNS IN SERA 300 Li È i "LE CRD CAD 
ossia 2r(2,° i 6°) Ges (x,° = DR ®,°) 0 ’ | 


“4 


e sopprimendo il fartor comune 2, 


2r(a, + Lg) — (2,° +.2,%, + Dy°) - 0 3 


el eguagliando le variabili : 
urna 


dra — 8Bx? = 0 . 


La quale equazione è soddisfatta da 


ca20), 








er cui il cono si riduce al panto A, ed esso è naturalmente il. 
minimo cono inscritto; oppure da î 


ai 


i 4 
EESIESTI 
pel quale valore la derivata passa dal valore positivo al negativo 
e quindi esso dà il cono di massimo volume inscritto alla sfera. 
Per costruirlo si divide il raggio della sfera in tre parti eguali, 
e a cominciare da A se ne pigliano Duastro, e si avrà così il. 
punto D richiesto. 


30. Problema 13.° Di tutti è segmenti sferici ad una base che — 
hunno le calotte equivalenti trovare quello di volume massimo ali 


Indicando con x l'altezza del segmento sferico e con y il raggio | 
della sfera, la superficie della calotta è data da 2mxy ed il vo- — 


lume è espresso da mr { y — 2) Quindi, se re è l’area costante | 


Pa 


della calotta e V il volume del segmento, si ha 


A i Sa 
ET MT eri ; 


ed eliminando la y risulta - “ 


Vv È 5) i : 
| ARA Ro Rav: 





PI 


*#) Problenia risoluto da SORIA nel 3° secolo a. C. con metodo 
geometrico puro nella prop. IX del libro II dell’opera: Della sfera e del ci- 
lindro. * . 





massim 0. il pria lo Stesso cha 


Li 3 
c'x % 
rendo massima la funzione T% RESO Deri du sì trova che de- 
| ve essere 
ì 2 
E : Cc ; 
i i d — — x? =0. 
9 F| 


® 


2 ” 
e . . 
Sostituendo a va il suo valore nella prima delle equazioni essa 


ssi riduce ad 2(y — x)= 0. 

È Ser 0, si ha il minimo segmento sferico di quella superfi- 
cie, se y == si ha il massimo. Dunque il segmento sferico di 
volume massimo che ha quella data calotta è la semzsfera. 


#3 Problema 14.° Dato un prisma retto triangolare regolare 
ABCDEF di altezza b, e di lato di base a, , 
trovare sulla congiungente i centri di gra- 
vità delle due basi due punti M,M', -equi- 





PR ALT A 


distanti dalle basi, che congiunti con i vertici 
della base più vicina diano minima la somma 
dei triangoli ABM y BCM.., ....; DEM, .... che 


hanno i vertici in M o M', e dei trapezi 


ta 


che hanno MM' per base e le altre basi nelle 
costole laterali del prisma. 

| Poniamo OM=x; ogni triangolo ha 
per base a e per up MH, quindi la 
somma delle aree è 3a- MH, ogni tra- 
ipezio ha per basi d e & — 2a, e per al 
tezza OB, quindi la somma delle arce è 3 (6 — x) OB 
| Dunque bisogna cercare il minimo di 


e 
Ù 
[ 
' 
I 
I 
1A 





SEA 8a- MH + 3(5— x) OB 

a aste v de 3 
Ma-0OBi=t==- Hc _*.MH=Vu? + — , dunque 

e Veg 2V/ 3 12 I 


la funzione di cui si cerca il minimo si riduce a 


E; x tt 
f i sala 4a 5 + (b— e)aV 8 3 








pr 


1 valore di x che renle minima questa espressione è quello 











ovvero, moltiplicando per 2, IE 


Vi2x?* + aî — 2a. 


Applicando la solita regola deve essere 


PR. ab, dI, Lc 


d; 2 373 2 1) e: SE 
() 12x,° + a V120, ba 2a, x) =0 
Per fare apparire il fattore «x, — x, nella prima parentesi, 
consideriamola come espressione frazionaria e rendiamone razio- 
nale il numeratore, così l'equazione precedente si muta succes- Ù 
sivamente in 4 


12(e,} — 2,°) 


3 
SSR |. "meri 0, E 
V12r)? + a? + V12x,}+a i di 
BB 
- eee a —1=0, È 
12,3 + a+ V 12x,° + a’ E 3 
e posto x, =x,=<x, in 
6x 
—————___-1=0. 
V120° + ai 
Liberando da’ fratti ed innalzando a quadrato si ha n 


86x° — 12x° — a?=0, 

ovvero 24x — al=0 }-* » 
e tralasciando la radice negativa 
LS È Gb 

2V 6 
A % 
Ciò si poteva anche avere derivando direttamente la funzione | 
Si può osservare che E 





s 






Quindi 3r° minimo. della superficie Guest: si ha per Pin 80M. 
Questo è uno dei bellissimi esempi di aree minime che, per la 


teoria di Plateau, sì ottengono con le lamine liquide pe llicolari 
e se ne può rendere visibile e pratica l' esistenza, col fare il 
prisma con filo di ferro e bagnarlo nell’acqua saponata, 


32. Problema 15.° Sul diametro AB di un semicerchio di raggio 
r si prende un punto C e si eleva da esso la corda CD perpendico- 
lare ad AB. Si cerca il massimo della funzione y = AC + CD *). 

Se si assume AC = x per variabile indipendente risulta 
y=L+ Va(2r — x), e quindi il massimo o minimo valore di 
questa funzione si ha per 2 


x,°X «+ Var) ‘2, )-Va,2—2, 2r—-a,)=0. 


Col medesimo artifizio usato nell’ e- 


sempio precedente questa equazione 
sì muta successivamente in 





D 
: 


2r(a, x.) — 
2a A: d 


Va, (2r--2,)4 Va (2-0, s(27--2,) 


VeQr—- a) 
(e—r)})=a(2r— e), 


resi; Ve—o=2—r,(1) 


Qx° — dre + n? = 0 
Segr ge 
19 iene i ig + FI =rT ig 


’ 
, 


. Come si poteva direttamente ottenere derivando la funzione 


crt Var — 2). 


Delle due radici soltanto la maggiore è radice della (1) perchè 


la minore radice rende il secondo membro-negativo (cfr. III, 24). 
Quando « varia da 0 al r la funzione essendo somma di due 
parti crescenti è certamente crescente. Il prodotto x(2r — x) è 


#) Problema risoluto da Fermat (op. cit.). 










ce 2 





enti 


massimo per «= 7, e va d 








iminuendo quando x varia da ra 2,0 
quindi il radicale Va(2r— 2), che diventa eguale ad ® — r per 
ry 2 è 


3 è prima maggiore poi minore di x —r, e perciò 


la prima derivata è prima positiva poi negativa, e quindi la ra- 





dice x, dà un valore massimo della funzione. 
Nella figura.è accennata la costruzione geometrica del punto M 
che dà il massimo richiesto. 
Si potebbe anche ricondurre questo problema al problema 6° 
del n. 23, osservando che il massimo di AC + CD coincide col 
massimo di OC + CD, e quindi di senx + cos. 


33. Problema 16.° Per un punto preso nell'interno di un angolo 
retto BAC, che disti a, b da' lati AC e AB, condurre tra i lati il 
minimo segmento. 

Si ponga DB= x, risulta AB=x +. a, 

ab ab 
EC=—, AC=— 4%. 
d x 


BO — (e + af +(2' +0) 


Applicando la solita regola deve essere 





Gita Gta +(245)-(È+e)_o, 


e scomponendo le differenze di quadrati in prodotti 


aa 


(1-2) @+2,4204(2-2)(24L49)20, 


Ly 4 


ha 


e sopprimendo il fattore x, —x, e ponendo x, = Ri “cha 
successivamente 


b bag 
2x4 ra 2(C42)5=0, 
X x 


Sr panino die 


ab? : 


x 





a É » ai A 


s+a-(<) og 


e ciò si sarebbe anche ottenuto derivando direttamente la fun- 
zione che rappresenta BC*. 





ua SL, us SA ed) 





RA 


PA , Pesa 5, x na J i 
Quest'equazione si scinde ino 


; ab? 
xt+ta=0 , 1 —- = 0 
ci 
Dalla prima si ha x = — a e questo corrisponde certamente 


ad un minimo del segmento BC; dall'altra si ha 


8 
des V ab? 


che pure dà un minimo del segmento BC; però la prima posi- 

zione è posizione limite di un segmento che sta fra un lato del- 

l'angolo e il prolungamento dell'altro, il secondo risponde alla 
| questione com'è stata posta. i 

Se si prendesse come variabile l'angolo. PBA = a si avrebbe 


v 


db a 
BO= ——+ —— 
sen A COS A 


x 


ed applicando la regola solita deve essere successivamente : 





b'(sen a, — sen a,) a(cosa, — cos a,) ni 
3 G (RR AVIS E) ep 
sen a, sen a, COS a, COS da, A 


Serach 1 di 1 
D8on (0 o, )cos (+9) asen (a, -a,)sen (4, 0) 


perazatoi . 











" sen d, sen Ao COS xk, COS x, 
À + È 1 
pis b cos 5 (49) o pe ipse, 
Prati 
E : ’ 
sen x, sen A, COS k, COS og 


e posto a, = a, = a”. 


Tr Ar 

bceosa asena i Ì : 

? 2 ’ donile si deduce tg a == A 
sen“@& cos°A 2a : 








AMmoDEO — Complementi dianal. alg.elementare, 3* ediz. 20 

















A a B attraverso due mezzi omogenei i'di 
diversa densità separati dalla retta A'B', 
trov ire in qual punto © esso deve attra- $ 
versare la linea A'B' affinchè il tempo im- SI 


vai "a 


piegato sia minimo. 

Posto AA'—=a, BB'=., AB = 334 “Wi 
AGE x, siha ACW e +4G ta}, 
CB=(c-x)?+0? e quindi, seuev o 


Z vi 
sono le velocità della luce nei due mezzi, il tempo pie da 


” 


Si 









essa a passare da A a B è 


e Ve —a +. 


- vu v 


Applicando il metodo solito a questa funzione si ha che deve | 
essere 


. 


Vota Vo +a Vesta Vea 


u U v n iv 
ovvero 


vi- x, (c_a,) )}-(e_a, E 


DE sa Di 
u(Vatai + Varta) (Vea iR+V (Tati) | 








e sopprimendo il fattore x, — x, = (c— x,) — (Ct c,) € posto — 
x, =%,= risulta ì - Ri 


l x l ao 


e  — ——_ a 


UVLa? vili db? 





come si sarebbe ottenuto se si-fosse applicata direttamente la re- — 
gola della derivaziono. Se con % ed r indichiamo gli angoli di in- ì; 
culenza e di rifrazione si ha che deve essere E 


seni. senr 


u Vv 





Ma questa legge si avvera in fatto *), dunque resta dimostrato 
che Za luce impiega il minor tempo possibile per passare da A: a B- 


h - 





35. Problema 18° Dati due punti Ae B situati dalla stessn banda 
di una retta trovare su questa retta un punto C tale che la somna 
AC + OB sia minima. 
._—Siano a,b le distanze AA', BB'di A e B dalla retta e c la distanza 
A'B'. In licando con © la distanza A'C si ha 
AC Va ka i «CB Vo-L(—2) 


e quindi & 


ra 
Hog 


. 
n° f 
Fu 
-— -cocemohemrse ac 


c 


- + Pnn___-* 


3' 


AC4+COB=Va'+e°4+WV%? + (ca)? 


È 


SERA 
Ff 

. } ‘ 
na t L 

3 


Applicando la regola di Fermat- 


BI 
. 


a, 


DS 


Monforte, oppure derivando diretta- 


«2a 


mente, si trova che per essere massima 
o minima la funzione deve essere 


È x ela 


Vire Vexezat 


$ 


cioè deve essere 
ACTERO 
x07 pe’ ovvero senA—= sen B 
ie quindi l'angolo ACA'= BCB', e perciò il punto cercato è 1° in- 
tersezione della retta A'B' con la retta A”B Toe congiunge B col 
simmetrico di A rispetto ad A'B'. 
Geometricamente, la linea spezzata AC + CB= A"C+ CB, e 
| quindi, per. esser minima, il punto C deve essere allineato con 
3 EA” 6. B. | 
«Un raggio luminoso, che da A per riflessione sulla retta A'B' 


#) Questa legge di rifrazione fu intuita da Villebrord Snellius e di- 
| mostrata da René Descartes nella sua Diottrica basandosi sull’ipotesi 
che la luce si propagasse istantaneamente. La dimostrazione fu impugnata 
da Fermat che a sua volta la dimostrava col metodo qui riportato, ec que- 
4 sto modo parve non conveniente, poiché ammetteva come assioma che la 
. luce non è istantanea e che la natura impiega nelle sue esplicazioni il prin- 
È cipio della minima azione. Dopo una polemica che Cud moltissimi anni 
. Fermat conchiuse che egli si dava per vinto a patto che il suo errore si 

| ponesse {ra quelli che hanno tutta l’apparenza della verità ! 








passi per B, fa precisamente l’angolo d'incidenza eguale all’ an- 
golo di riflessione, e quindi si conferma che la luce percorre il 


minimo cammino per passare da A a B con raggio riflesso. È 
Se si assumono per variabili gli angoli a == ACA',B= BOB', 





si avrà di ,, BO=—-; 


a db 
e quindi occorre cercare il minimo di ——- 
- sena sen 





, © per lare 


gola nota deve essere 


ola) È 


sena, - Sena, sen B, sen, 














o par Car 





con la condizione a cota, {+ dcot B, =e = acota, + dcotf,, cioè 





a(cot a, — cot a,) = b(cot B, — cotB,) . (2) 





Dalla (1) si ha i: 





a(sen a, — sena,) b(senB, — sen B,) 


sen a, sen 4, | sen p, sen fp, 
e dividendola per la (2) si ha 


sen a, — sena, sen, — sen B, . 


sen(a, — a,) — sen(B, — B,) i 


e trasformando 






sen > (a, — a,) cos (a, + a,) sen 1B— B, Jece> (P, +, o 





TT _r—_—————_——_T_———_—m——mÉm@@s@@@"@9@ ET 
pensi 


1 È 1 D° 
sen > (a, — &,) cos 7% — a,) sen = (B,— 6,)cos L(B, — BO) 
e riducendo e posto a, = a,=a , B,=f,=f si ha 


cos a = cos Bo 


B. 


x 





È * x * a, Ias »' , È ui rà a { x AE A, Cap. VI sa $ 7% 
— 36. APPLICAZIONI A MASSIMI E MINIMI DI FUNZIONI DI PIÙ 
VARIABILI. x i 
Problema 19.° Trovare il massimo del prodotto di più variabili che 

hanno la somma costante. 


Supponiamo per brevità che le variabili siano tre, x, y,2, € 
che sia a la loro somma, sarà 2 =x — a— y, e quindi occorre 
trovare il massimo del prodotto 


cy(a— x — y). 
Supposto variabile la x soltanto, ed applicando direttamente 


la regola di Fermat- Monforte, deve essere 


È ga a, — y)—a,ya—-x,—y)=0, 
e sottraendo ed aggiungendo «,y(a — x, — y) si ha DI 
ayaa—y_aya—a,—y+x,ya—a,—y_a,ya—x,—y)=0 ) 
‘ovvero 
c,y(d, mr %,) A (2, —%a) y(a—-x,—-y)=0, 


sopprimendo il fattor comune «, — x, risulta 


at; 


ry-y(a-a—y=0; 
‘e posto x, ="%,="®, e sopprimendo il fattore y, che eguagliato 
a zero risponde ad un minimo, si ha 
ax=A-Xx—-yY, 
come sì sarebbe ottenuto derivando il prodotto rispetto alla va- 


riabile x. 
Supposto variabile la sola y si ha analogamente 


vot yi 







e quindi risulta 
È de a n e U 


cioè il prodotto è massimo quando le variabili sono eguali fra loro. 


L’interpretazione geometrica di questo problema è la seguente : 
Di tutti i purallelepipedi rettangoli che hanno costante la somma  de- 
gli spigoli il cubo ha il volume massimo. 


sato 


pa 


a 


sul 


37. Problema 20.° Trovare fra tutti i triangoli di eguale perimetro 
qual’è quello di area massima. 
Occorre che sia massima l’espressione 


Vip=2(p=n=d : 


Quest'espressione diviene massima quando sarà massimo il pro- 
dotto dei tattori - 


(p —x)(p— y) I 


Ma questi fattori hanno la somma costante p. 
Dunque devono essere eguali fra loro i fattori, cioè il trian- 
golo devo essere equilatero. | 


38. Problema 21° Trovare la minima somma di più variabili che. 
hanno il prodotto costante p. 


Supponiamo per brevità che le variabili siano tre, x,y,z, e 3 
° "DE 
che sia py il loro prodotto, sarà £ = — , e quindi occorre cer- 
XY 9 
care il massimo della somma 1 


p° 
rara 


Supposto variabile la sola x, deve essere 


E 3 i 3 
e. P 
iv 
* XY XY 
ovvero ; 
A ; 
0074 Pal La e a sano (0) , 
Y =. LX 
e successivamente ; 
24 xty. i XY 








 golo hanno una somma minima *). r 


| AB, siano rYo le coordinate di C 
rispetto ad AB ed alla retta AY 


eh < "get MAT a pa A È 
3 #4 LA i o - È. ne 7a 4 PL À “Y DI Ag Li 
a (e * è Lal i” ar br ni 1 A VUAZI n 
e ie a a a ti a Ae Né; " tar i 
SAT ia ai Ri È x 7 SEA A I; 
pag TA Car. 








HE 


Analogamente supposto variabile la sola y si avrebbe 


p 
ager tt. 
_ XY 
e quindi risulta, ° 
3 
p 
Lo se yY piaci 
4 


x 


La somma è minima quando le variabili sono uguali fra loro. 
L’interpretazione geometrica di questo problema è la seguente: 
. Di lutti © parallelepipedi rettangoli che hanno un determinato volume 


il cubo è quello che ha minima la somma degli spigoli. 


39. Problema 22.° Trovare nel piano di un triangolo il punto di 
cui le distanze dai vertici del trian- 


% 


Del triangolo ABC sia c il lato 


ad essa perdendicolare ed , y 
le coordinate di M: la funzione 4... 


di cui si richiede il minimo è 





Vapg4Va— + g+V (=) + V-%) 


Vonsideriamo variabile la sola x e troviamo che una delle con- 


. dizioni di massimo si ricava da 


U: 


Va +y9Vaf+ty+ Ve, —+y-V(— +9 + 
iVE pra eo) +(Y bian va =VE= E) + (Y—Yo)? =0, 


della quale eseguendo le solite trasformazioni, o anche derivando 


. direttamente la dato funzione, si deduce che deve essere 


° Emercitationes seometricae sex (proposizioni 23, 24, 25, p. 504-508 








XL Xx —- È i > List 0g 0 
Veg: Miao Ve) = 


Analogamente considerando come variabile la sola y, si trova 





#) Problema proposto da Fermat e risoluto da Bonaventura Cava- 
lieri (1598-1647) , prof. dell’ Università di Bologna , nella sesta delle sue 
, Bologna 
1647) con dimostrazione geometrica diretta. 


‘che ‘un ‘altra condizione se massimo 3° 
| I A A 
SE 4/7 o vi 
Vetta, Vie pl Val 
Ora indicando con g, y, w gli angoli che le direzioni AM, 
BM , CM formano con la direzione positiva dell'asse AX si ha 





























x da Y 
cos @ = RIN E Sine A 4 aa pren 
Va +. y? Va? 4g? 
x — € i 
cos == tig ae ru: , send= + a 
Ve — c)}+y? V(@ — e + y° 
I ti Y_- Yo 
cos =_= es; eleces iii 
V(& 15 %)° eu Yo) V (x — Lo)" H4(Y — Yo) 


e quindi le condizioni precedenti si mutano in 
cosg +cosy + cosm=0 , 
seng+senw4+senw=0, 3 

ed eliminando % 

(cosp + cost)? + (senp+seny) = 1, 
ovvero successivamente 
1+ 2 (cospcosd + senpsenp) — 0, 
14 2cos(p—W)=0, 


1 
cos(p— y) nare DE ’ 
7 q__pa 120° 


e quindi occorre che l’angolo AMB sia di 120 gradi 

Analoga condizione si ritroverebbe per gli angoli BMC, COMA, 
se si eliminasse g o +, dunque perché il punto M soddisfi alla 
condizione voluta occorre che gli angoli AMB, BMC, COMA siano 
eguali fra loro e perciò il punto M è intersezione degli archi ca- 
paci di contenere un angolo inscritto di 120° descritti sulle corde 
AB, BO: CA. 

Si può Sine prnenta vedere che se uno degli angoli del trian- 
golo ABC è di 120° o dippiù il vertice di "questo angolo è quello. 

che soddisfa al problema, 











Esercizi. 


Trovare i massimi e minimi delle seguenti funzioni: 

.y= 5a? — 102 + 6. 
y= 30° — 5e+7. 
y=—-3ex2 + 50 —4. 

y=  de- 3a —9. 
y=@ —(a+1)a —a?. 
-y=p2 + (p—q)e + pg. 
-y=(P— Pa + (p°+ )2 +6. 
-y=(Mt+ be — (mM+1)0+m. 

Ly=(a1—b)e? — (a? + b?)e + dad. 

0. y=a— 3247. _ Ra=-1,o=+1) 
dy=aoi— 40° +40? +1. ; (R.a=0,0=1,xe22) 
12. y= 62 — 432° +- 1000 — 75. 
18. y= a? — 9? +26 — 24, 

ld. y= 20° — 152° + 362 +6. 
5.y=2x'T— 8e° —3. 

16. y=x'— (a? +1) x? — 304, 
I7. y= (25? — 9) — 3). o 
18. y= (20 +3) (e — 5)(e +4). 

19. gw ag: > 

20. y=(a— 1)at— 2022 +(a— 1). 


2 N OA a wW N 


n y=p(20-È . e ; 


22. y=x'— aeì + a°2° — 3ae + 2at. 
23 y=a Va Vo. 


24, y=2'(4a? — 2°). 
3 


(27 
25. dd aaa ape, . 


Zi yer Va + a — nr $ 


È —— mme @ SA V3 
a 28. y= Var +2 — afro . (n dea , Aa TE ) . 


| 29. Dividere un segmento AB in due parti AC, CB in modo che AC? *- CB 
80. Determinare w in. modo che sia minima la somma dei quadrati delle 
radici dell’eqnazione CH (2--m) (2 +m_—-3)=0, 








CAP VIEE —SERo Sei Std 

— Determinare i valori massimi e minimi della y delle seguenti funzioni 
ilmplicite e trovarne le rappresentazioni geometriche: 

3. e +y-40—6y—12=0. (Si risolva rispetto ad y e si ponga la 
‘‘ierivata eguale a zero). (Ry=8,y=_—-2). 

32. e —5xy+39 — 2y-—6=0. 

33. 20° — 5ey—29 — a—-3Yy+4=0. 

34. 7e° +-22y +34 +82 —2y+2=0. 

85. e —2ey+y9+5x —-1=0. 


36. Determinare il valore di % pel quale il trinomio in L, 
ka? +k—-1)a+t(k—- 2), 


abbia il suo massimo o minimo eguale al minimo della somma dei quadrati 
«lei suoi coetlicienti; oppure eguale al minimo della somma dei prodotti dei 
coefficienti a due a due. > 

37. Determinare il valore di % pel quale il trinomio in &, 


a lkPi)a— dk=3), 


| ubbia il suo massimo o minimo eguale alla somma dei quadrati delle sue 
radici; oppure alla somma delle sue radici aumentate del loro prodotto. 
.— Determinare i valori massimi e minimi delle seguenti funzioni, discu- 
terle e farne il diagramma: 


—2x+1 
Pr 3x2—5 


xe-3xr+2 ul a 
va RT (R. 210464035) a 


40: SO (R. n SIL =) | 
5ae?t200+4 DL 
e°+T7e+1 
ui 2°—3a+2 È 
20°+5e—6 
5; --224+-2+1 
302+224+5 
y= 1P_1304+5 î 
xe +340—71 
VE a ia=T 
o°-x+1 
- FRE 
20242 V2 #—1 
da 3x2 +1 
2024-3 
 #=822 





39. y= 





4l. 
42. 


43. 


46. 


47. 














— Etbeti 











48. = ta 
X-4XT1 
a 
di 
50. Z = 143? . 
C-3 
5SI.y= "aria 
249 
TIA i È 
i x°—35+2 
53. cy== & 
i L°-40+1 


54. Trovare i valori massimi e minimi di y= + CA +), 
Lo) 


vi = 


[i 2 j 
| o BO. » » » : » yo Sai DeTe 4 
b'at-c' 
56. » » » » x 








DÈ: y= rr, - 
È a'1°4+-b'at-c' 


57. Determinare il valore massimo o minimo della funzione 
y= asenX 4 bcosa . 


tg!/na 
1+tg?1/,a 
_ sen? 


58. Determinare il massimo di (R. a = 900). 


59. Determinare della funzione y = il valore massimo o mi- 


1— sen?a 
nimo. (R. y=0 minimo per seno = 0). 


t93e 
60. Trovare il valore minimo di Y => per x variabile fra 0 e 30°. 
ga 





pati tprezgee ; 3— tg2X 
(La funzione si trasforma in y= ——__ 
igfa — 3 tg 
xc_-.k 


61. Per quali valori di % la funzione -——— _m wha un massimo ed un 
r°— 3e +2 


È R. y°—344/41> 0). 


minimo? 
2-4 


Da du perzia funzione, —— ===; 
+ È X+2kx —1 


b 
63. Determinare a e ò nella funzione ax-+- — in modo che per @=m essa 
i 


abbia per minimo p. 





*) Si può dimostrare che la curva che rappresenta questa funzione ha 
per asintoto la bisettrice dell'angolo X OY. 





; e 





Cap. VIII. — EsERc. 
64. In un quadrato inscrivere il minimo quadrato. i > 
65. Due triangoli isosceli descritti sulla stessa base sono inscritti nella 








stessa circonferenza, determinare la condizione perché la differenza delle v: 
loro aree sia massima. 7% 
66. Qual’è il raggio del cerchio nel quale ad un arco di lunghezza data 2a 
a 0) a 
corrisponde il segmento minimo? (x. cos ; (« cos "Sia x sen 2) =0) 25) 


67. Inscrivere in un emisfero un cilindro di massimo volume. 
68. Determinare il cilindro di massima superfieie laterale inscritto in una 


sfera. (R. Altezza e.=r V 2). 
69. Trovare fra i cilindri di rotazione di superficie equivalente a 27a? 
quale è quella di volume massimo. Cha); 


70. Trovare il massimo trapezio inscritto in un semicerchio. 
‘ (Se 2x è la base, ed y è l’altezza l’area del trapezio è 





CR AE 
i 8 = (C+) Vera R. Base variabile=raggio; S= Ha 
71. Un cono equilatero è inscritto in una sfera. Tagliare questi due corpi 


con un piano parallelo alla base del cono in modo che la differenza fra le 
3 
due sezioni sia massima, (R. Distanza del piano dal centro = n PIA 


72. Di tutti i cilindri generati da’ rettangoli di perimetro costante nella 
rotazione intorno ad un lato determinare il massimo. 
73. In una sfera data inscrivere il cono di massima superficie laterale. 


d 
(R. Altezza x = ra PI 


\ 


74. In una sfera data inscrivere il cilindro di massima superficie totale. 


R. raggio di base r=r VELI) . 
10 

75. In un cono inscerivere il massimo cilindro. 
(R. Se è x altezza del cilindro « altezza del cono; cer a) . 
76. Determinare il rapporto che deve esservi fra l'altezza e il raggio di 
base di nn cilindro perché con un dato volume ra? esso abbia la superficie 

totale minima. 

77. Determinare fra i coni di eguale apotema quello che ha il volume 


massimo. >» (R-rib= [e2zX: 
78. Determinare fra i cilindri di eguale superficie quello di volume mas- 
simo. (R. Il cil. equilatero). 


79. Determinare il minimo cono, o il cono di minima superficie laterale 


circoscritto ad un’ emisfera. | (R. Altezza y=r Vas 


80. Determinare fra i cilindri retti equivalenti quello inscritto nella mi- 
nima sfera. , 

81. Trovare su una retta un punto che abbia minima la somma dei qua» 
drati delle sue distanze da due punti fissi. 














(a etti, 

— 817 — Cap. VII. Eserc. 

82. Determinare il cilindro di massima superficie laterale inscritto in 
sun dono, I i 

83. Determiuare il cilindro di massimo volume inscritto in un cono. 

8:. Per un punto dato nell’interno di un angolo retto condurre una tra- 
sversale che ne stacchi il minimo triangolo. 

85. Tra i lati di un angolo condurre il minimo segmento che ne stacchi 
un triangolo di data superficie. 

86. Determinare il volume massimo che si può generare da un triangolo 
.soscele inscritto in un dato cerchio rotando intorno alla base. 


5 


87. Segare una sfera in modo che la differenza del coni inscritti nei due 
r 1585) 
3 . 


88. Essendo dati due cerchi (0),(0') che si tagliano in A, condurre per A 
la segante comune tale che il prodotto delle due parti staccate su di essa 
.dalle circonferenze sia massima. 

(Si prenda come variabile l’ angolo della trasversale con uno dei raggi 
OA., l’altro sarà noto. 

R. La segante deve essere egualmente inclinata ai raggi OA, O'A . 

89. In una sfera inscrivere il cono di massima superficie totale. 


r — 
(R- x altezza = 6 (23 — V17 )) 


(Prendendo per incognita x la distanza di un punto della circonferenza di 
base dal punto diametralmente opposto al vertice, si ha più facilmente 


90. Determinare la posizione di un punto di un lato di un angolo retto 
da cui siano visti sotto angolo massimo due punti dell’altro lato. 

9ì. Un rettangolo con le semicirconferenze descritte su due lati opposti 
esternamente ad esso rota intorno alla congiungente i centri delle semicir- 
conferenze. Supposto costante il perimetro della figura, trovare quali devono 
essere ì lati del rettangolo perché sia massima la superficie totale del so- 
lido che risulta. 

92. In un ottaedro regolare inscrivere il massimo parallelepipedo ret- 
tangolo. di 

93. Determinare il massime prodotto delle tangenti di due archi £ e y di 


segmenti sia massima. (n x distanza. del piano del centro = 


cui la somma è costante e <a alta (R. c=y). 


94. Determinare il minimo triangolo rettangolo che si possa costruire con 
i vertici su tre parallele. 

95. Essendo date le parallele AB,CD tagliate dalla trasversale AD, 
condurre per B una trasversale che segando AD in X, DC in Y faccia ri- 
sultare minima la somma dei triangoli AXB e DXY (Viviani). Interpre- 
tare la soluzione negativa. 


i L° 4 








96. Si domanda da qual punto del segmento che congiunge i centri di 
due sfere, esterne l’una all’altra, la somma delle calotte visibili è massima. 


soci Za 3 


i 
"n 


3 
ela 
R.«=-a Pa A 
r la 4 rp la 
97. Determinare il massimo volume del solido inscritto in una sfera for- 
mato da un cilindro e da’ due coni esterni aventi le stesse basi del cilindro. 


x 


ta PSR 


Sid 








98. Un cono è circoscritto ad una sfera ed un altro cono è inscritto alla 
sfera ed al primo cono. Determinare la condizione perché la differenza dei 
due coni sia minima. (Prendendo per x la distanza del centro dalla base 

ZI 2 
del cono interno si ba gr =— rr, x= "E TM). 

La derivata viene di 6° grado scomponibile in una equazione di 2° gra- 


do ed una equazione di 4° grado a radici imag. x'— 2re* + 2r2x2? + r4= 0). 



















rai 


NAS 


posti 


d'a Aia 
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99. Un cono retto è circoscritto ad una semisfera ed un altro cono retto 
è inscritto al primo ed alla semisfera. Determinare la condizione che oc- 
corre affinché la differenza dei due coni sia minima. 

(Se x è l’altezza del cono intero (3x°—72)(g°—2x4?+r'r°+r9=0) . 


100. Due mobili si muovono con moto uniforme sui lati di un angolo retto, 
con veloeità v e e. In un dato istante le loro distanze dal vertice dell’angolo 
retto sono a e dD; trovare in quale istante la loro distanza sia minima. 

101. Inscrivere in una sfera di raggio r un cilindro di massimo volume. © 

Pa 





R. La metà dell’altezza del cilindro «= —— 


V 3 


102. Di tutti i coni di superficie laterale data 7a? determinare quello di 


volume massimo. (R. Se y è Vaitezza, x il raggio, y=xr 7 2). 
103. Determinare per quali valori dl a si ha il massimo ed il minimo del |“ —— 


volume generato dalla rotazione di un rettangolo di lati a e d intorno ad 
un asse ehe passi per un vertice, sia esterno ad esso, e formi V’angolo a con 


a Ù 
uno dei lati. (R. tga= 3! oppure quando il centro di gravità è alla 


maggior distanza dall’asse). 


104. Di tutti i coni aventi per vertice l’estremo di un segmento AB=a 
e siano circoscritti ad una sfera di raggio variabile e centro fisso nell'altro 


estremo del segmento e sono limitati al cerchio di contatto, qual’è quello 


a 
di volume massimo ? Ri@x = Lesztà, 


VA 
ata È DI) 


105. Idem. Qual'è quel'o di superficie totale massima R. gx = —— 


lo) 
106. Di tutti i triangoli rettangoli di perimetro 2p trovare qual’ è quello 
chie ha massima la somma « dell’ipotenusa e dell’altezza ad essa relativa. 


’ 


197. Su una retta XY dasnna stessa parte sono poggiati un cerchio tan- 








ge 








gente di raggio r, e un triangolo ABC di base « ed altezza =3r; una pa- 
rallela ad XY sega il cerchio e il triangolo in una corda DE e una trasver- 
sale FG; trovare il massimo eil minimo della funzione DE? + FG?, e le 
variazioni di questa funzione. 

(R. Se a2<12»?, si ha un massimo; in altri casi nu). 


108. Determinare il massimo rettangolo inscritto in un settore circolare 
dato mediante il raggio e la corda del suo arco. (Per inserivere in un set- 
tore circolare un rettangolo simile ad un dato basta costruire il rettangolo 
sulla corda dalla parte opposta al centro e proiettarne i vertici rimanenti 
sull’arco dal centro. Si prenda per x l’altezza del rettangolo costruito 
sulla corda. 

R. I quattro vertici del rettangolo ed il suo barieentro dovranno essere 


‘proiettati dal centro con raggi che formano angoli eguali fra loro). 


109. Determinare il tronco di cono di massima superficie inscritto in un 


emisfero. 
—1+V17 ) 
= = repesgno 7, 


110. Determinare il massimo di P=xMy"2P..., supposto r+y+:+...=a. 


(x Se 2a è l’angolo al vertice del cono, sena= 


2 
(Si ricorra al problema 199, n. 36 del Cap. VIII). (x. direte =) : 


m n p 


se 


MP nr 


111. Determinare il massimo di P=y® y9 2°..., essendo xcrt+y+2+...=cost. 
LL - Po 

(Si ricorra all’ esere, precedente). (R. ci =1=,) . 
pla r/s 


112. Determinare il massimo di #y2 ..., supposto amtyntePt... =—a. (Si 
ricorra al problema 19°, n. 36). (R. g=y=t=.). 
113. Determinare il massimo di x-+-y++ ..., supposto x°+y+42+...= 0. 
(Rep ya = 

114. Determinare il minimo di x?+y?+2+..., supposto cty4t+... 
(R.ir=gy=2= 


SI 

a. 

| I DO 

-115. Determinare il minimo di xen+y"+2"..., supposto che sia xyz... = p. 

(Rega v= aaa) 

116. Determinare il minimo di x+y+.., supposto che sia aly 
nia n p 

117. Determinare il massimo parallelepipedo rettangolo che abbia una data 

superficie. i (R. Il cubo). 


118. Determinare il parallelepipedo di minima superficie che abbia un-ve- 
lume dato. (R. Il cubo). 

119. Determinare fra i parallelepipedi rettangoli inscritti in una sfera 
quello di volume o di superficie massima. 

120. In un bigliardo, con una palla A che è situata comunque in una 









S rere la palla A. : 

a 121. Trovare per quali valori di x ed y la funzione 
è - 
Di; 2= ag? + 2iey + by + 29e + 2/y +0 


assume il massimo o il minimo valore. 





i 
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DISCUSSIONI DI EQUAZIONI E DI PROBLEMI 
x DI 2° GRADO. 


Sl. Discussioni”di equazioni 


contenenti un parametro, 


ki Dicesi parametro di un’equazione una variabile che 
| possa assumere tutti i valori numerici possibili reali. Qui 
. prenderemo ad esaminare e discutere le equazioni ad una 
incognita che contengono un solo parametro (esse souo in 
sostanza funzioni a due variabili); oppure, equazioni che 
| contengano due parametri in forma omogenea, sicché possa 
| assumersi come unico parametro il loro rapporto. 
. Nel discutere della realtà o dei segni delle radici di una 
3 equazione, al variare del parametro, occorre tener conto 
. delle variazioni che subiscono i coefficienti dell'equazione 
fe delle funzioni che da esso dipendono, come si vedrà nei 
| seguenti esempii. zi 





” 


f 2. Discussione DI EQUAZIONI DI 1° GRADO. 
1.° Discutere l'equazione (mm — 8) x—(m —-5)=0. 
Qualora sia m +8, dividendo per m — 3 si ha: 


| ‘2 3 m_— 5 





Lo ero Ra 


° E questo valore di x sarà positivo, negativo o nullo a seconda 
m— 5 
m--i 
Tenendo presente quanto è detto nel n. 17 del Cap. III, il va- 
{ lore di x sarà positivo per i valori di 'm esterni ! all’ intervallo 
(35), esclusi gli estremi, sarà negativo per i valori di m in- 
terni all’intervallo (3, 5), esclusi gli estremi, sarà nullo per m=5, 
{e non avrà alcun valore numerico per m = 3. 
3 Qualora ogni valore di m ed il corrispondente valore di « si 





{ del valore che assume al variare del parametro m. 


AMODEO — Complementi di anal. alg. elementare, 3° odiz. 









so SI ci 
tu a Pata pi A * SA | Ra 


assumono come ascissa e ordinata di un punto del piano, la sud- © 
detta equazione rappresenta una perdole equilatera (Cap. VI, 23) che. 


5 
taglia l’asse OX delle x nel punto eg l’asse OM delle mnel 


punto + 5, ed ha un asintoto verticale nel punto +3, ed un 
asintoto orizzontale nel punto --1. Il ramo a sinistra della cur-o 
va è tutto al disopra dell’asse delle ascisse OM, 

2° Discutere equazione (1m°? — 8m + 12) x — (8m — 15) = 0. 

sm — 165. 
m°—8m + 12 
la radice è zero per m= 5, e non esiste affatto per n=2, 0 
a 6, cioè per i due valori di m, che annullano il denominatore. — 

La radice sarà positiva per i valori di m che soddisfano i si- 
















Supposto m° — 8m 4-12 P 0 siha x = , quindi 


stemi di equazioni : 


IRR RE RETRO RE Re E II 


a 


Sn: SA BSm — 15<0. 
| m—8n + 1250" mì — 8m + 12<0° 


cioè pel primo sistema per m >6, e pel secondo sistema per i 
valori di m interni all’intervallo (2, 5). 


irreale 








La radice sarà negativa per i valori di m che soddisfano i sistemi 


Im — 15<0 sm —-155>0 
mì — 8mn + 12>0 mî — 8mn + 12<0 


cioè pel primo sistema per m<2, e pel secondo sistema per i 
valori di m interni all'intervallo (6, 6). | 

La curva rappresentata da questa equazione (curva di 3° ordine) — 
ha due asintoti verticali che tagliano nei punti 2 e 6 l’asse OM © 
delle ascisse, ed un asin oto orrizzontale nell’asse OM, ed è-forma- i 
ta di 8 rami; il primo a sinistra tutto al disotto dell'asse OM, il se- | 
condo che sega l’asso della nm nel punto 5, il terzo tutto al diso- | 
pra dell'asse OM. ad 








3. DISCUSSIONE DI EQUAZIONI DI 2° GRADO. 
1.° Discutere Vequazione x* — 2kx }- (k®? + 2k —8)=0, 


Risolvendola si ha x =%k 7 V8 2, e quindi perché le ra- 
dici siano reali occorre che sia 8 — 24=0, il che avviene per 
tutti i valori di k °/,- Hl termine noto è un trinomio che ha 
i per radici —3,1, ed è negativo per i valori di % interni allo 
| intervallo (—3,1) e positivo peri valori di 4 esterni ad esso. Il 
coefficiente del secondo termine si annulla per K=0. Disposti que- 
| sti valori in ordine crescente (come è indicato dalla figura) oc- 
corre esaminare gli intervalli (—%o, —3),(—3,0),(0,1),(1, Hi: 








0; —6 —;+t 0;2 3/ 2 
C) ® ® e— 
—3 0 1. “la 
prat era ti+ 


Nell'intervallo ( — o, —3), i segni dell'equazione sono Scatti 
non presentano variazioni, quindi le due radici dell’equazione sono 
entrambe negative; nel punto — 3, una della radice diviene 0, 
o l'altra= — 6. 

Nell'intervallo (— 38,1), il termine noto è negativo, quindi 
le due radici sono di segno contrario, e divengono opposte per 
k=0; mentre nell'estremo 1, divengono l’una 0, l’altra posi- 
tiva = 2 

Nell'intervallo (1, */,), i segni dell’ equazione sono + de 
| presentano due variazioni, quindi le radici sono entrambe posi- 
| tive. Divengono eguali a */, nel punto °l; poi divengono com- 
i ricco a destra di */,. 

La curva rappresentata da questa, equazione è una parabola, essa 
| taglia l’asse delle ascisse OK nei punti —38, e 1, e tocca la verti- 


; 3 i 3 

. cale condotta nel punto x alla distanza 3 dal detto asse. 
2.° Discutere l'equazione 3x* — 6x + (k®? — 2k — 8)=0. 
sul 326) 


d 
‘ radici siano reali occorre che sia — (kK°—2% — —6)=0, il che avviene 


Risolvendola si ha x = , e perché le 


per i valori interni all’intervallo((1—|/7,1 Sh V7 ) compresi gli 
È estremi. Il termine noto è un trinomio che ha per radici — 1,3, 















Car IX. 58 1 i eo: PORRE CIO 

e quindi è positivo per i valori osteriti silintetvatlo Da 1, 9) si 4 
è negativo per i valori interni ad esso , Occorre quindi tener _ 
conto dei quattro valori 1 —- Vr, T,1+4+ VT T,—-1,3, © siccome È 
questi quattro valori sono disposti nell’ CEE Ric si vede nella — 
figura, risulta che le radici della data equazione sono eguali 











14;+0;2 0;2 4541. 
ie a e RSA ispiri dii E appa 


ad 1 per k=1— VI, sono entrambe positive nell’ intervallo | 
(Mino sono una eguale a 0 l’altra eguale a 2 per 
m= —1; sono una positive e l’altra negativa . nell’ intervallo — 
(1 ,9): una eguale a 0 l’altra eguale a 2 perm=3; entrambe 
nuovamente positive nell’ intervallo (8, eek T), cd Si Vo 


1 nel punto 1 + Vr Li 
Per tutti gli altri intervalli le radici sono complesse. | 
La curva rappresentata da questa equazione è detta ellisse , ossa | 
taglia l’asse OK nei punti —1 e 3, e tocca le due verticali con- È 


dotte dai punti 1 — Tara Bri SRI fe 7 alla distanza 1 dall’asse stesso, ; : 
3.° Discutere l° AZ (m—- 5) x 4+-(m+2)x +-(m-4)= 0. 
— (m+2)pV — 38m? + 40m — 76 


2m — 10 
perché queste radici siano reali deve essere — (3m°—40m+ 160, 


Risolvendola si ha x = 


il che avviene per i valori di m interni all’ intervallo ; + 


A 120V ITA 204-179 
3 1 3 
compresi gli estremi. Intanto i coefficienti si annullano è quindi | 
cambiano segno per i valori dim=5,m=—2,m= 4,0 questi - 
valori con le radici del discriminante sono ordinate nel modo in- | 
dicato dalla figura seguente mediante i punti B,M,C,A,N. 








+30 4 —3® 3 
grana i - SE ia 
2a), 4 5 i 
PI SReS PAC i SA e a 20+V17 





Occorre quindi esaminare gl’intervalli. 





E) E) 


3 3 
20—V172 
Per Ea l'equazione ha due radici eguali en- 
3 P Peg 
 trambe a — MERLI e poiché nell’intervallo (—2,4) i segni 
b 2m — 10° 4 
i dell'equazione sono — + —, presentano cioè due variazioni, le 


E radici sono entrambe positive, e propriamente eguali fra loro nel 
| punto M, e diseguali fra loro nell’intervallo (M, C). 
È È i Md 


Nel punto C una di queste radici si annulla, l’altra è =-— vii 
Me 


| quindi è positiva. : 
Nell'intervallo (4,5), i segni dell’ equazione sono — + +, 
È è. quindi presentano una sola variazione, e perciò una radice è 
È positiva ed un’altra è negativa. 
Nel punto A, si annulla il termine a secondo grado, una ra- 

m-_-4 
mt 2 i 

Nell'intervallo (A, N), i segni sono + + +, non presentano 
alcuna variazione, quindi le radici sono entrambe negative, e sono 


» reali e diseguali fra A ed N, eguali fra loro in N, per divenire 


|. dice diviene infinita, l’altra è = — 





, quindi ea 


3 complesse a destra di N. ? 
. La curva rappresentata da questa equazione (curva di 3° or dine) 
È ha un ramo solo che sega l’asse OM nel punto 4, tocca le due 


20—-V 172 204+V172 


| verticali condotte nei punti — 1 ed ha un 


È. 3 i SERE 
È asintoto nella verticale condotta pel punto + 5 di OM. 
4.° Discutere l'equazione (m°—Tm+10)£°+22m—1)e +1=0. 
— (2m -1)xV38(m4m—- 8) 1 
A eend Epl aa 1 
m° — Tm +10 de 
ario coefficiente si annulla per n= 2 ;m=5, il secondo per 


è 1 
I fin e il discriminante 3(m° + m — 8) si mantiene=> 0 per 


2 
ao “a i 


Risolvendola si hax= 








| valori esterni all’intervallo | 5 (> ET 








Cap. Ix Su, È a 326 AE ci Co A 5 0, i 


presi gli estremi, perciò, tenendo conto della figura, occorre 





















N vr2399 see.00. sd 
Ti M A N —,—..B Sr C -;—- 
Sia ; o “oc 
—1-V33 n IOEA 
PREDE A Ri: Sp 
esaminare gli intervalli 
SIESVis PE ZIENVIA E AA i È 
IE sE 


9 i glio 9 


Ci 
54 
f ‘ 


di cui gli estremi sono indicati dalle lettere M,A,N,B 0-3 

Siccome il primo coefficiente è positivo per i aa esterni sg 
l'intervallo (2,5); nel primo degli intervalli da considerare cioè | 
a sinistra di M i segni dell’ equazione. sono + — +; @ quad 
le radici dell'equazione sono in esso entrambe positive, e diven- 
gono eguali nel punto M, per poi divenire complesse in tutto | 


Teese 
l'intervallo (M, N), Il punto N si trova nell’ Intera na ( 2). 


nel quale i segni dell'equazione sono | + se e quindi le radici 
fra (N e B) sono entrambe negative, essendo eguali e ‘negative. 
nel punto N. È 
Nel punto B una di queste radici diviene o, l’altra è eguale a 
Fersen e perciò negativa. | È 
Nell'intervallo (2,5) i segni dell’ equazione sono — Ha D 
quindi una radice è positiva, l’altra DRS 5 
Nel punto C una radice torna ad essere ©, l’altra negativa, 
a destra di C le radici sono entrambe LARE 
La curva rappresentata da questa equazione (curva di 4° or- 
dine) ha due asintoti nelle verticali condotte per i punti + 2 e 
+ 5 dell'asse OM, ed un asintoto nell’asse OM, ed è formata di 
4 rami; dei quali il primo a destra tocca la verticale condotta 


LI LIE È 
nel punto edi , e sta tutto al disopra dell’asse OM ; un 















“397 - 


secondo sta fra gli asintoti verticali tutto al disopra dell'asse OM : 


gli altri due, sono al disotto dell’asse OM, l’uno tocca la verti- 


1+V18 


cale condotta nel punto — : : l’altro sta tutto a destra 








dell’asintoto del punto + 5 e tende col terzo ramo ad avvic'- 
narsi all’asse OM. 


4. DISCUSSIONE DI EQUAZIONI BIQUADRA'TICHE. Discutere per quali 
valori di k l'equazione x* — Qkx® + (k*+2k —3)=0 ammette due 
radici reali 0 quattro radici reali. 


Risolvendola si ha a° —k7 V3— 2 — 2k, edi valori di x? o 


risulta dall’esempio 1° del n. 3) sono l’uno 0, l’altro negativo per 


k=—3, uno solo positivo nell'intervallo (— 3,1); uno zero, 
l’altro positivo per 4=1, entrambi positivi nell'intervallo (1, *|,), 
ei eguali a °/, per X=/,. Quindi le radici della data equazione. 
sono due reali ed eguali a 0 per X= — 8, due sole reali e op- 
poste nell’intervallo (— 8,1); due nulle e due reali ed opposte 


per kK= 1; tutte e quattro reali nell’intervallo (1,?/,), ma due 


opposte alle altre due, per divenire tutte eguali in valore asso- 
luto a W speri = Ha 
Esternamente all'intervallo # 8, 3/,) le radici sono tutte com- 


, plesse. 


La curva rr da questa equazione (curva del 4° or- 
dine) è simmetrica rispetto all’asse OK, taglia quest’asse nel punto 


€ 
Hi 


—3, e nel punto + 1, e tocca la verticale condotta nel pnnto ra 


di OK in due punti simmetrici rispetto ad OK, alla distanza V3/, 
da esso, 


$ 2. — Confronto delle radici delle equazioni 
con uno o due numeri dati. 


- 5. Occorre spesso, senza bisogno di risolvere un’equazione . 
di 2° grado, di conoscere se un determinato valore a è in- 
terno all’intervallo delle radici, supposte reali, o a sinistra 


. della minore o a destra della maggiore. 


Indicando al solito con /(@) il trinomio ax? 4 de 4 e, già 
sì sa che se /(a) € di segno contrario ad a, cioe se 4/(a)<0, 





il vio Samoa de radici roali 55 discati ani 
interno all’ ta orvala delle radici (A/g., VI 21) * ), e SEG, 9 


si ha PLATZ, ; 


e che se /(a) è dello stesso segno di a, cioè se affta)>0, 
e se inoltre le radici del trinomio sono reali e distinte, 
a è esterno all’intervallo delle radici. Ma in questo caso. 
e dubbio se è a<x,, oppure se è a >&x,. Per riconoscere 


quale dei due casi si presenta, si ricorre alla semisomma 


LA % 
È 


delle radici —_=— sg Questo valore è rappresentato — 
dal punto medio dell’intervallo delle radici, quindi se è a<x{ 

D bia 
esso é pure Seo e se è a> x,, esso è pure > a 
Viceversa, allorquando a è esterno all’intervallo delle Pa 


AL: ; Ostia SES 
dici, se è a<— — , è il valore ALI eseéèa>_- — 





t 
a 


DE SA A 


è AD Gy Si esclude naturalmente che Sia./(a):=="0; perché 
ciò significherebbe che « coincide con una delle radici del- 
l'equazione. Dunque : 


Per sapere in che 01 ‘dine si succedono î numeri a,X,,X, 
e Sa 
riconosciuti i segni di a, difia), ed il valore di og 
seé afla)<0, SCENA XA 
° x < x b È ; i 
see afla)>0 ed è a< — Da? St UA aC CX 


x POR b ; 
see afla)>0 ed e a> oi SCA XXIII 


w 


6. Esrmpii. 1.° Discutere la posizione delle radici dell’ equazione 


Tx° + bx — 2=0 per rispetto al numero 3. 


Il valore 7 f,3) è positivo, ed inoltre è 8 pura a) quindi si ha — 


Cd 


pai * 


*) Cfr. anche Aritm. ed Alg., Cap XII, 21. 





@ 


e 








fi 





Cap. II —$ 2. 
2° Discutere "n posizione delle radici dell’ è : Re x? — Tx+5= 0 
rispetto al numero 2. 
Il valore 2/2) è negativo, quindi €,< 2<%, . 
3.° Discutere la posizione delle radici dell'equazione —2x°—9x+8=0 
per rispetto al numero — 5. 


2 i i 9 
Il valore — 2f( — 5) è positivo, ed è inoltre — 5<-— n 


> 


‘quindi si ha RIE 


7. Occorre altre volte di riconoscere, senza risolvere l’e- 
| quazione di secondo grado, in che ordine si succedono i nu- 
meri a, a,,%, supposto a< B ed 2,< x, 

Sostituendo i valori di a e B in fix) possono darsi tre casi: 

1.° /(a),/(8) entrambe di segno opposto ad a; 
2.° f(a),/,B) di segno contrario; 
3.° /(a),/(B) entrambe del segno di a. 

Nel primo caso in cui /(a),/(8) sono di segno opposto 
ad a, si ha af(a)<0,af(B)<0. ed entrambi i valori di 
& e 8 sono interni all’intervallo delle radici, che in tal caso 
sono reali, e quindi si riconosce subito che 

C<a<B< x, 

-Nel secondo caso af(a) e a/(B) sono pure di segno con- 
trario, e quindi uno dei numeri « o 8 è interno all’ inter- 
vallo delle radici e 1° altro e esterno, e dall'ipotesi a<f, 
deducesi che : 

Se afla)>50,, stavrà a<x,<B<xj;; 

se gafa)<0, si avrà PESCA DE pe 

In entrambi questi casi certamente è A> 0. 

Nel terzo caso in cui /(a) ed /(B) hanno lo stesso segno 
dia, si ha af(a)>0,af(B)>0, ed entrambi i valori a e B 
sono esterni all’intervallo delle radici, se è A=> 0, e-quindi 
occorre paragonare a e B con -;} è si conchiude che: 


mo 


Se Sg) si pe Xx EXALCKCAKB; 
se ac Lp, sî ha a<x SX, <B; 


v 
Sor LISITha cele 


Pa 





























Cap, IX.— 8 2. = 380) <> n 
8. In molti problemi per avere le Seoinzioni non basta. co- È 
noscere che l’incognita abbia un valore reale, ma ‘occorre 


che essa sia limitata fra due valori «e B, cioè che sia 


- 


nu 


a<x<B, oppure a<=x =; 


cioè che 2 dovendo appartenere all’intervallo (a,B), possa o 

n o non raggiungere gli estremi dell’ intervallo. Per ricono- 

z scere ciò che succede, occorre in questi casi tener presente — 

la discussione fatta nel numero precedente e quindi nel- 
l’ipotesi che debba essere a< @< B: 

Se x,<a<B<x, il problema non ammette alcuna solu ‘3 

zione; 3 

; Se aLr,<BKXx, << problema ammette una soluzione, 

la minore; RT 

SCLC AZIO problema ammette una soluzione, — 

la maggiore ; i i 

se x<Kx,<a<p il problema non ai alcuna solu- 

zione ; = 

se a<x,<x,< B il problema ammette due soluzioni ; le È 

quali costituiscono una soluzione doppie quando x met fi 

cioè quando A=0; 3 

se a<B<x,<x, il problema non ammette alcuna solu- È 

zione. ess 

E si conchiude che / problema imnat due soluzio- — 

ni distinte Se : = 


af(a)>O , al(B;>0 , ADO, ac 

e le due soluzioni coincidono n una soluzione doppia. 4 
qualora sia A=0; 
ammette certamente e soltanto una soluzione, serata), af(B) È 
sono di segno contrario, e lu soluzione è dala da x, 0 da X, F 
secondo che è af(a)>0 0 af(a)<0; a 
non ammette alcuna soluzione in lutti gli altri casi. 3 


- 9. Qualora però , l’incognita possa raggiungere una 0 en-- 
trambi gli estremi, i valori a e f rappresenteranno il md 


Mean i CALA E LI 


VOTANTE 


pr 











ELE Sg Cap. IX.--$ 2. 
nimo ed il massimo valore relativo ai valori che essa può 
prendere. 

E se questi valori « e B possono essere radici dell’ equa- 
zione /(2)=0, essi daranno luogo alle cosidette soluzioni 
limiti del problema. 

Supposto che, p. es., a sia radice dell’equazioue, cioè che 


sia (a) =0, il valore a è soluzione limite, ed è a=x,, se 


d d Db 
4 COAT SE dg se vento 


In quest’ultimo caso si diceche a é soluzione limite doppia. 


10 Esempii. Discutere quale delle radici dell'equazione 
0° —4x — 11=0 


è compresa nell'intervallo (— 2, 7) o nell'intervallo (— 1,7), o nel- 
l’intervallo (0, 0). 
1.° Nel caso dell’intervallo (— 2, 7) si consideri che si ha 


2 
(ll OPE Ae E 


dunque entrambe le radici dell'equazione sono comprese nell’ in- 


| tervalllo (-- 2,0) 


2.° Se invece per la stessa equazione si considera l’intervallo( —1,1), 
essendo Y(—1)=0, si conchiule che la radice x, è contenuta 
nell'intervallo dato, mentre x, coincide con l’ estremo sinistro del- 


intervallo e quindi costituisce una soluzione limite dell'equazione 


per quel determinato intervallo. 

3.0 Se invec2 si.considera l'intervallo (0, 1), si dirà: 

Essendo 7f(0)< 0 , Tf(7)>0, una sola radice dell’ equazione 
è compresa nell'intervallo dato e precisamente la maggiore x,. 


Il. Applicazione |.® Data l'equazione di 2° grado 
(E 1)a*— 2(k—2)a— (TE+1)=0 


. determinare per quali valori del parametro k le sue radici saranno 


comprese fra — 1 e +1, inclusi gli estremi. 
Risolvendo l’equazione si ha 
(@— 2) 1 V8%° — 10% + 8 
E SETE 
















e siccome le radici del discriminante 84° — 104 +38, «sono A » 


. * 


< 


3 | | | “CASE 
e —,; risulta che le radici della data equazione saranno reali peri. 


sl 


‘valori di 4 esterni all'intervallo {- ; 7) inclusi gli estremi. 


Occorre quindi esaminare se per i valori di % compresi negli 


l 3 
intervalli (= 00 3)(4 (409 ) le radici della data equazione. 


2 4 
possono essere comprese tra — 1 e + I, a 
Poiché f(—1)= - dk 6,f(-1)=—8%k +27} ed' inoltre das È 
let 2 49 


semisomma delle radici è —gaec, se si vuole che entrambe le 


radici siano nell'intervallo (—1, 1) occorre che, all'infuori della 
condizione di realtà, sia: 


&@— 1)f(-1)=—2@k-—1)(&+3)>0 


&—1)f()-  =—2%&—14k-1)50 
bi9 $ 
Si; II | È 
IMAA i 


Per la 1® condizione occorre che £ sia interno all’ intervallo 5 È 


DIR, a sa 
(i 1), per la 2* occorre che % sia interno all’ intervallo — | 








l ; 
vu, 1): per l’ultima, che si scinde in: ; 
UMe-3 — 1 
5 © TRA 
k_- 1 kt 1 


n 


; 3 sr 
occorre che % sia esterno all’intervallo | si 3) compreso l’estre- 


mo 3 per la prima, e sia a destra di + 1 per la seconda. L'ultima 


condizione è in contradizione con le precedenti, quindi non è pos- Ò 
sibile che entrambe le radici dell'equazione data siano comprese | 
fra (1,1). SI ‘ 


0-39 












QD, 


uc 398 cecità Cap. Ix. 2g: 2 


DI. 





Veadiatioi ‘ora se può una Saia almeno essere compresa nel 
detto intervallo. 


Se si vuole che la minore radice %, sia compresa nell’ inter- 
vallo (—1, 1) occorre, senza tener conto del discriminante , 
che sia 


(kC_-1)f(_1)5>0 ’ (kE 1) f(1)<0 ’ 


e quindi occorre per la prima condizione che % sia interno al- 


l'intervallo ( Si 


RE i) e per la seconda che % sia esterno all'in- 


tervallo È Ha) la cioé % deve esser compreso nell’ intervallo 


3-1 
(- = nel quale caso le radici sono pure reali. 


dado, 
Perché avvenga invece che la maggiore radice x, sia nel chie- 
sto intervallo occorre soltanto che sia 


105 (EL) f(1)>0 


fsi o 
e quindi occorre che % sia esterno all’ intervallo (E Dal 1) e 


ip, Sora 
interno all’intervallo i I) esclusi gli estremi, e ciò non può 


avvenire. i 
Dunque si conchiude che della equazione data soltanto la radice 
x, può essere compresa nell'intervallo (—1, 4 1) e ciò avviene per 
- 3 1 
i valori di % compresi nell’ intervallo (- DI >) 
e? 1° . l . x . . . . ’ 
Negli estremi — ». dx la radice x, è soluzione limite, poi- 


ché per essi si ha rispettivamente SC = 01) = 0. 


12. Applicazione 2.°% Discutere per quale valore di m l'equazione 


(m_-2)x° n dir alia 0. 
i i 


avrà le sue radici comprese fra 1 e 2, inclusi gli estremi, 








Risolvendola si ha bn 


— (@m—-3) PV (m_-3)(m—1) 


pr 
x MZ 





e le radici sono reali per i valori di m interni all’ intervallo (1,3). 
Poiché f(1)==2(bm — 7), /(2)= 17m — 26, ed inoltre la se- 
Qdm — 3 


m= 2 


misomma delle radici è — 





, se si vuole che entrambe le 


radici siano comprese nell’intervallo (1,2) occorre che, all’ in- 
fuori della condizione di realtà sia pure: 


(m— 2) f(1)=2(m — 2)(bm — 7) >0 
(m — 2) f(2)= (m—2)(17m — 26) >0 


SISRnro 
1 — ——— —<22.. 
m—2 


ar 


Per la 1% condizione occorre che m sia esterno all’ intervallo 
‘ 26 
(7 i 2); per la 2* condizione che sia esterno all’intervallo (3 ; 2) i 
5 17 
e resta quindi la 1% condizione; per la 3* condizione’, che si 
scinde in 

sm — 5 4im — 1 
—<0, —— =>0 


MISTA DIRI Mr 





5 
occorre che m sia interno all’ intervallo Si 2) compreso l’ e- 


stremo sinistro, e che sia esterno all'intervallo (© 2) compreso 


l'estremo sinistro. La prima di queste duo condizioni non può 
essere soddisfatta contemporaneamente alla prima condizione tro- 
vata sopra, quindi non è possibile che entrambe le radici dell’e- 
quazione data siano comprese fra 1 .e 2. 

Vediamo se almeno la sola radice x, possa essere compresa nel- 
l'intervallo (1,2). : si 

Si deve avere per ciò, senza tener conto del discriminante 
che sia i 


(m-—-2)(6m — 71)>0 , (m—-2)(17m —26)<0 








USI 
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pe 


INTERPRETE 


TATE 


iii i 











pito RO ee è 
z È Ti 
e quindi occorre che m sia esterno all’ intervallo (7. 2) e in- 
. | PRESSI ; 26 
terno all'intervallo { —, 2}, e ciò è assurdo essendo — € — . 
Lis 5 17 
Resta a vedere se la sola radice «, possa ess re compresa nel- 
l'intervallo (1, 2), perché ciò avvenga si deve ottemperare sol- 


tanto alle due condizioni 


(m—2)(6m— 7)<0 , (m—2)(17m—26)50 , 


7 
e quindi occorre che m sia interno all’intervallo ( sa 2) ed ester- 


x 


26 
no all'intervallo (GF 2) Si conchiude dunque che la data equa- 


zione può avere soltanto la radice x, compresa nell’ intervallo 
, #0 26 
(1, 2), e ciò avviene quando m è interno all'intervallo {—, — 
’ b) 5 ’ E7 ) 
nel qual caso le radici sono certrmente reali. 


Se per es. si pone m =; che è un valore compreso nell’in- 
20 î Le Sig 
tervallo (3. dI l'equazione si riduce a x° = 3, della quale 


x, = V3 è appunto compresa nell’intervallo (1, 2) #). 


13. APPLICAZIONE ALLA RISULTANTE DI DUE EQUAZIONI QUA- 


DRATICHE. Un'altra applicazione di questa teoria si può fare 


alla risultante di due equazioni quadratiche. Già si sa 
(Algebra, Cap. VI, 9) **) che, se 


f(@)=ar* + be +c=0, p(a)= ax + be+e=0 


sono due equazioni quadraticle, la condizione necessaria e 
sufficiente affinché esse abbiano una radice comune è espres- 


sa da R.=(a0 —a'b)(be'—be)- (ac—d')®=0 


Supponendo che siano 2,,, le radici della prima, x‘, , 2", 


#) In altri testi per le discussioni di queste equazioni si usano delle ta- 
belle sinottiche che noi abbiamo evitate, perché ci pare che. quel metodo ” 
sopprime la elasticità del pensiero dell’alunno e lo ammiserisca in una unica. 
via molto pedestre. 
_ #*) Cfr. Aritm. ed Alg., Cap. XII, 9. 





le radici della seconda, se una radice 2, 0 %, è Funiva di ola 116 DRS 
deve essere g(2,)=0 0 g(x,)=0 e quindi È 


®(2,) (2,) = 0. 
| Ma 


x) 0 (0,)=(0'x,°40'0,+c) (408 +0x,+c)= | 
=a'(x,0,)+a'b'a 00, +) +00 tac (+08) | 
b'c(d0,4-0,)+-c° ) 
quindi sostituendo 
G db È î 
0,0, cOn EI Ct-d, Sa ema: 0,4%," C0n a 
si ha 


(2,)p(x,)= = ((@e — ac) — (ab' — a'b)(be' — be))= 


e si conchiude che 
R=— da°g(.e.)ge(x,) , 
e per analogia Ri= —0*f0' dC). 


Allorquando è R>0, sarà g(w)e(7,)<0, e quindi una | 
‘ delle radici x,,&, è interna all’intervallo delle altre due ra- 


dici x,,4,, esse sono’quindi disposte in uno dei due or- o 
dinì seguenti - 


CLI VI 


e ciò COSE che sia &,+v0,< 0 >20',+ 0", cioè secondo —. 


D' 
che sia -i< 0 Zi 


In questo caso si dice che le radici sono separate. 9 
Quando invece sia R<0, si ha P(2,)p(x.)> 0 e sei | 


discriminanti delle equazioni / e @ sono >0, possono es- “d 


sere disposte in uno dei quattro modi” al 


DIL ) DD VI 
ZELO, ’ CLI 












si nti 5 L be Moni SE — 337 6, 
In questo caso si dice che le radici non sono separate. 
__Conchiudendo si ha: Se za risultante di due equazioni 
 quadratiche è positiva, le radici dette due equazioni si sepa- 
rano ; seinvece essa è negativa, le radici non si separano. 


e $ 3. — Discussioni di problemi 
di 2° erado. 


14. PROBLEMI A UNA INCOGNITA. Problema |° (Licenza Isti- 
tuto 1907). i 
. Sopra una tangente in un punto A ad una sfera di 
centro O e di raggio r si prendono due punti V e Vea 
È questi punti si circoscrivono due coni alla sfera î quali 
i determinano due calotte sferiche interne ad essi. Determi- 
nare le distanze OV e OV', posto che sia OV — OV! = a, 
dove a è un segmento dato, e posto che ta differenza delle 
aree delle calotte suddette sia equivalente al doppio del- 
‘l’area del cerchio di raggio b. Il problema è sempre POS- 
sibile ? Esaminare il caso particolare in cui a = r. 
| Risoluzione. Tenendo presente la figura si deve avere 


2m(DE — FG) =2n)?, 






I A w SOI CA 
be a "I | ; 
| ovvero #5, A > ari 
| Ge SE Phi 
i + NPI 
È SE x H 
r(DE— FG)=%? ; pen N 
; ; 17) 
Si ponga \ 


bid sari Vi, d, 








È: 2 32 2 2 
ig (A dé di 2 o (fe 
! de erano pel ir 
È CL i x I LG 
P 4 ar? 
DEC e 
rL_-Aa @ %xx—-a) 
(e quindi 
I 3 
ar 
r(DE— FG}=- 
ra — a) 
i AMODEO — Complementi di anal. alg.elementare, 3* ediz. 22 
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CAP. TRE SÌ 3: i i ca DIN PA pe 
Da cui si deduce TEA OSSO, CI 
) 8 
ar dh È 
xe — a) SI È 
















e poiché @ non può essere eguale né a zero, né ad 4, pos- I 
siamo liberare da’ fratti l'equazione ed otteniamo : 


e 


VU ARTI 


- 


che ordinata diventa ; 
ba? — ada — ar =0 . (1-9 


- Risolvendo l’ultima equazione si ha 


__ —_ _-- 


ab Va - 4ar3 a i GIAN pi 2 
x Varia a (SA 


= Ve ————— n= — 
dro DD 2 2 D 





P! 


Discussione. Affinché il problema possa risolversi i valori. 
di 2 devono essere reali e positivi, e deve essere OV'=r, - 
cioè c=a +. Le radici della (1) sono reali e di segno con- | 
trario, perché il termine noto è essenzialmente negativo, ed 
la maggiore in valore assoluto è la positiva 4,, quindi la | 
radice negativa 2, uon soddisfa al problema. Si ha intanto | 


ab Va? + 4ar3 
Wi an PET 


y 4 


e possiamo conchiudere fin da ora che delle due radici del-. 
l'equazione (1), l’una rappresenta UV, l’altra col segno 
cambiato rappresenta OV.. 03 SS 

Perché sia 0,=4+”, dev'essere atr compreso nell’inter- 
vallo delle radici, o coincidente con l’estremo destro, e ciò av-. 
verrà se f(a+r)=20. Ma /(a +y)=br° + ab8r — ar°, dunque 
deve aversi — ar*+b*’r+ab® =0, ovvero ar?—br—ab?=>0.. 

Risolvendo questa disequazione rispetto a d, si ha che. 


® 





| : ; (97) Coi è 
essa è soddisfatta sempre che sia Db < parere, cioè che sila d. 
minore 0 al massimo eguale alla media proporzionale fra. 


» 


a? I SA a 
r ed il segmento na Trattandosi di quantità positive , 





basta che sia 0 
aa 





pe, 
pa 
a dati 


ber A, 
a+ r 
Quando 5° raggiunge il massimo suo valore, sarà x,=a-4r, 
e_-%,=?; in tal caso il cono di vertice V, si riduce ad 
un punto, e si ha una soluzione limite del problema. 
Se per la condizione OV'=r si considera che dev’ essere 
XX, —?, si ritrova nuovamente la condizione 


Ca 


4 


? ar°— br — ab® 0 


Nel caso particolare in cui sia a=», 


 4p3 
OV=%x= 1 deresa , 
À o r 4p? 
ON = mi (Via) 


| e perché sia OV=», oppure OV= 2, occorre che sia 
| _20°=r°, cioè occorre che la differenza delle due calotte 
sia minoreo eguale al cerchio massimo della sfera, 

Per la costruzione geometrica, scelto © minore della me- 


= 


. dia proporzionale fra 7 ed ; con costruzioni facili, 


a 
a+ r 
. che lasciamo allo studioso, si pervengono a trovare-le di- 
stanze OV,OV. i 


15. Probiema 2.° 

Inscrivere inun cerchio di raggio r un triangolo iso- 
| Scele conoscendo che la somma detta base e dell'altezza è 
| uguale ada. ì i 
°_—Risoluzione. Sia ABC il triangolo richiesto; indichiamone 
con a l’altezza AD; la sua base BC è doppia di DC, quindi 


SI eguale a 2 Va(2r—2), e per le condizioni del problema 


| È dovrà essere e+2 Va@r-x)=a 
| ovvero 


Varta) = als - “(16 














8rx — 4a = a° —2ax + a? ,. 


la quale comprende la (1) perciò le radici di questa nuova 
equazione saranno radici della (1) se rendono positivo a—x, 
cioè se rendono 2 minore di a. ni 

Ordinando si ha È 


Be? — 2(a+4r)a+a?=0 


e risolvendo risulta 


a+4r7 V(a +4r) — 5a? 
ICT. 


Discussione. Le radici devono essere reali, positive e mi- | 
nori di 2» e di a. Perché le radici siano reali deve essere — 


(a + 4r}P=B0?, 


e 


ovvero, essendo entrambi i membri della diseguaglianza es- | 
senzialmente positivi, so 


a+4r>@a V5 , 
ovvero 
4r° 
aerea, 
Voi i 3 
oppure 3 
a=r(V5+1).0 (3) 
Quando questa condizione è soddisfatta, le radici sono pure 


positive, perché il termine noto dell'equazione (2) è posi- — 
tivo e il coefficiente del termine a primo grado è negativo. 





Per essere le radici < 2r occorre che sia /(2r)>0 e — 
a +4r to 
LO Re (4) 


Sostituendo 2, nella (2) si ha È 


f2r)=20r° Ar(a+4r)+a?=47° -4art+a?=(r—a) >0O . 









peli. iù 
4 SI 


Ri "Cap. IX 8:81 





- 4r 
è soddisfatta la (3). 
Resta a vedere se x risulta anche <a: 
Sostituendo nella (2) ad « il valore a si ha 


<2r sì ricava 4< 67, che è verificata quando 


f(a)=4a(a—2a). 


E questo valore. è positivo 0 negativo, secondo che è 
So <<" 2pe: 
. Dobbiamo quindi tener presente i seguenti intervalli della 
variabile a: 


ptt w=zazr(V5+41). * 

Se a è compreso nel primo intervallo, essendo f(0) > 0, 
/(a)<0 una sola radice risolve il problema e precisamente 
la minore. 

Se a è compreso nel secondo intervallo, inclusi gli estre- 
mi, essendo f(27)>0, /(a)> 0 ed inoltre essendo verificata 
la (4) e A=0, il problema avrà due soluzioni ; delle quali 
(| una è soluzione limite quando a=2r, poiché in tal caso 
| 2=2», ed il triangolo si riduce alla linea AF. Le soluzioni 
{coincidono in una soluzione doppia quando a = r(V5+ L). 

Per avere il massimo valore di a si tiri la tangente in A e 


siprenda AL=2r, sarà OL=rV 5, 
e se centro O e raggio OL si ta- 


LI 


glia il diametro AO in F, sarà 


È 





DS 


AF=r(V54+1). 


Tirando da F la tangente FG 
{. alla circonferenza, il triangolo 
{ OFG sarà eguale ad OAL, e 
| quindi FG sarà doppio di OG, 
e per i triangoli simili. OFG, 
AFH sarà pure AF doppio di 
AH, e quindi la distanza di F dalla corda condotta per G è 
eguale alla corda stessa, ed il triangolo che ha un vertice 
della base in G è il triangolo richiesto, quando 4 raggiunge 

. il massimo valore possibile, 
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Per ogni altro valore AM di a, se si prende AN=— TAM "n 


e si tira MN ogni punto C o C' in cui la retta MN De la 
circonferenza determina un vertice della base di un trians. A 
golo che risolve il problema; perché si ha pure 


AD+BC=AM=a. 


E quindi si ritrova con ragionamento geometrico che se i 
è d>2rie<4P (V5 + 1 )il problema ammette due soluzioni; — J 
se a=2r, un punto © coincide con E, ed il problema ha 
una soluzione propria in E' ed un’altra impropria 0 limite 
‘nel punto E; se a = AP <2r, il problema ammette una i 
sola soluzione, sempre propria, nel punto P'. 3 

Lasciamo alla cura del lettore di costruire il valore dia 
mediante la formula ottenuta. 


16. Problema 3.° > 

In un cerchio (0) di raggio r si conduce un diametro 
ABea partire dal centro si tagliano due segmenti OA' = Ob 4 
minori del raggio; sui segmenti AA', A'B', B'B presti come 
diametri sì descrivono tre circonferenze e st domanda. di 
calcolare ia distanza OA'=%x in modo che la diroreno A 
fra il cerchio dato e la somma dei tre cerchi interni sia 
equivalente ad un cerchio di raggio m. Discutere il pro- 3 
blema, e dire quando questa CO nt può essere mas- 
sima o minima. i 

Risoluzione. L'equazione cui dà luogo il problema è 


- 


2 


rv IL 


n° — ao —2r( )=am 


2 
che ridotta e ordinata diviene 
30° — ro +. mi (1) 
e quindi 
SE VIARIO 7 SS 
= — T-_ — __r_--=<=—5ZE — gp! —. = ; 
ca 3 gti 9 


Discus ione. Le radici devono essere innanzi tutto | rea- 









i, 





» #24 L £ Put. b « t 
, Ù E 
AI dd wenn” 4 7 
= Met dn h TE ci pt he . 
4 AAP ù f, e 9 rs 
5 Pale” Soy Pa RITA ‘o ri, 1 


‘9 


E iso 
ip Perché. i valori di x siano reali deve essere 






sa 


2 
Miei. 
3 n 


ed essendo 7 ed 7 essenzialmente positivi basta che sia 


mM, = V EE E 
ei 3 s 


Ma perché i valori di x risolvano il problema occorre 
ancora. che sia x ‘compreso nell’intervallo (— 7, 7). 


Essendo 3/( -7) e 3/(r) essenzialmente positivi, ed essendo 
7, semisomma delle radici, pure compresa nell’ inter- 
vallo (—r, 7), entrambe le radici risolvono il problema. 

Resta a vedere il segno che esse hanno. Il segno delle 
radici dipende dal segno del termine noto 2m*—r? della (1); 


quindi : 


1.° Se 2m? — r®<0, cioè se m< ——_ , le radici sono una 
o: 


| positiva e un’altra negativa. Per la positiva si ha la figura 
| posta a sinistra, per la negativa occorre che il punto A' 





sia a sinistra di O e quindi i cerchi risultano come si vede 
nella figura posta a destra.’ 


2.° Se 2m* — r*3=0, cioè ta una radice è zero 
D ” 


e in questo caso il cerchio intermedio si riduce a un punto, 


2 
Valtra e eguale a ni 


















È ; 3 "Da n Y i Ser SR È sa 
3.0 Se 2m*®—7*%0, cioè se 7 x , ed inoltre, comi 
2 


occorre, 7° VE si hanno due soluzioni positive , che si 


6 . In quest’ te 


mo caso 7, che negli altri casi è sempre minore di Van 


riducono ad una sola quando 





assume il massimo valore possibile, e quindi la differenza ‘ 
fra l’area del cerchio dato e la somma delle aree dei cerchi | 


2 SE 
interni è massima ed è eguale a È mr?. È 


La differenza suddetta può assumere per minimo valore 
zero e ciò si ottiene quando si.ponga 7a=0; in tal caso 


Ai 


si ha 4 == z e quindi ciò avviene o per x positivo | 


eguale ad 7, oppure per a negativo = — x: “2 
Costruzione. Il limite superiore di 77 si può costruire nel | 
seguente modo: si descri- . 

ve una semicirconferenza | 

è = è GA 
sul raggio OA, si prende | 


AC= n e dal punto C 
si eleva la perpendicola- - 
re CD, sarà AD eguale 


ar Vizi il massimo varo 


lore che può assumere mi 
Supponiamo quindi dato 
m= AE<AD e costruiamoci con analogo modo il seg-_ È 





mento AH=m ee #00 sopra AC si descriva una cir- 
conferenza, e da A si tiri la corda AL= AH, sarà 


Lei o. 
+) 3 





PREDE EA II 


Li 





ROTTE TIENE AE O 


“renza di » e di « secondo 









dt ME PRE SEA ta 
— 345 — 


Quindi fatto centro C, con raggio CL si descriva una 
semicirconferenza, i due punti A’, , A’, che essa determina 
sul diametro AB sono i punti che risolvono il problema. 


17. Problema 4.° 

Essendo Gato un cerchio O, un suo diametro AB e una 
retta CD perpendicolare ad AB, si vuoi costruire un cer- 
chio tangente al cerchio dato, al diametro AB e alla 
retta CD. 

Risoluzione. Supponiamo il problema risoluto e sia V il 
centro del cerchio richiesto che tocchi in X, Y, Z le rette 
AB,CD; e il cerchio dato O. Indichiamo con x la distanza 
del punto di contatto X. dal centro V, ed indichiamo inol- 
tre con 7 il raggio del cerchio dato e con a la distanza OE 
della retta CD dal centro O, la quale si supporrà positiva 
o negativa secondo che CD si trova a déstra o a sinistra 
del punto O. La figura VXEY è un quadrato e quindi 
EX =%, e considerandola positiva 0 negativa secondo 
che X sia a destra o a sinistra di E, risulterà sempre 
OX=0E+EX—-a+x%, quindi 


OV= Ve +G+ o) 3 


Essendo i due cerchi tangenti 
fra loro, i punti O,V,Z sono per I. 
diritto, e per tal motivo fra i SOA 
segmenti esiste la relazione 
0Z+4ZV+ VO =0; dippiù 
OV può essere somma o diffe- 


che i cerchi sono tangenti e- 
sternamente o internamente i 
e ciò indipendentemente dal 
segno di EX, perciò occorre da- 
re ad O} pure il doppio se- 
gno e si ha i È 





rtotVa'+(a+29?=0 


‘OVVero 


nLa=elo tradi. 





dra E 





‘Cab, IA 8 BE 


id r 


Elevando a quadrato si ha 


* 7 2ra +-a° =20° + 004-200 
ed ordinando 
d° + 2(a 3 r)e—(rî — a°)=0 


la quale equazione è equivalente alla | precedente. 
Risolvendo si ha 


a=—(a0xr)Xt V2r(r CEN 


Discussione e costruzione. Il valore di x dovrebbe essere 
positivo se rappresentasse soltanto il raggio di un cerchio, 
ma siccome esso rappresenta pure il SOBIeR, EX, mediante 


? 





il quale si trova il punto V, può ritenersi DOSTttro: o ne- d: 
gativo o nullo e senza alcuna limitazione. r 

Per costruire il punto X. si noti che » + a è rappresen- ce 
tato in figura da BE, e il segmento V2;(r + a) è medio G 
proporzionale tra BA e BE e quindi è dato da BC, perciò 
centro B e raggio BC si determineranno su AB due punti | 








AE IGT Ap rARP=+7879, 
X,; X, che individueranno quattro cerchi, due ‘tangen- 
ti internamente e due esternamente che risolvono il pro- 
blema. 

Se invece si tien REI del segno — , ìl segmento r — a è 


rappresentato da EA, ed il segmento V2r(—a) e dato da. 
AC, e quindi centro A e raggio AC si determinano su AB 
«due altri punti X,, X, che danno altri quattro cerchi che 

= risolvono il problema. 
Il problema ammette dunque 8 soluzioni reali, quando 








| 


sia a<r, cioè quando la retta CD è eane del cerchio 

dato O. 
Se a=0, i quattro cerchi interni saranno eguali fra loro 
ei quattro cerchi esterni-saranno pure eguali fra loro. 
È Se a= r, sei cerchi si riducono ad un punto solo, il punto 
A, e gli altri avranno per raggio 4r. 

Se invece e a>r, cioè se la corda CD è esterna al cer- 
‘chio dato O; quando si tien conto del segno -+.il segmento 
r+a = BE, ed il segmento V2r (+ a) è medio proporzio- 
nale tra BE e BA e quindi è dato (vedi fig. precedente) da 
._ BF, e perciò fatto centro B e raggio BF si determineranno 

| sulla retta AB due punti X,, X, che danno 4 soluzioni reali 


; e 











‘Cn DOS ppt 


del problema, Quando invece si tien conto del segno — gi. 
segmento 7 — a è dato È AE preso negativamente, e la 


media proporzionale V2,( — a) è immaginaria e quindi le 
altre quattro soluzioni non esistono. 


18. ProsLEMI A pur incognite. Problema 5.° (Licenza Isti- 
tuto, 1906). i 
Le misure x ed y delle. distanze di due punti mobili su. 
di una retta da un punto O di questa sono legate dalta 


relazione xy — a(x+4y)+b®=0, dove ae b sono misure | 


di segmenti dati. Trovare: 1.° se ed in quali punti della 
retta i due mobili s'incontrano ; 2.° se e in quali punti del- 
ta retta i due mobili sono separati da una distanza k. Di- 
scultere e costruire i risultati. 

1.° Risoluzione. Perché i punti X, Y mobili sui retta s’in- 
contrino deve essere 2=y; nel qual caso l'equazione data di- 


venta x°— 2ax + 6°=0, da cui si deduceg=a Va. 

Discussione. I valori di x debbono essere reali. Le ra- 
dici saranno reali qualora sia a° =?2?, ovvero (essendo @ 
e d essenzialmente positivi) qualora sia a> bd. i 

Nel caso che sia a=d, i punti s'incontrano una sola 
volta in un punto A che dista da O di un segmento eguale - 
ad a, e questa posizione deve considerarsi come una solu- | 
zione doppia. i 

Volendo anche vedere in che modo si avvera il movimento 
sinerono dei punti mobili, osserviamo che dalla relazione data 
sì ricava g= LL , che pera=ddiventa x Saia 

y- da y--a 

ed è uguale ad a per qualunque valore di y, eccetto che 
per y= a, pel quale perde significato. 

Ed allora si deduce che, in questo caso, mentre il punto Y <d 
si muove su tutta la retta, il punto X se ne sta fissoin A 
aspettando che l’altro vada a coincidere con esso.’ Però 


’ 


Sa è 3 ; 3 0 È; 
quando Y è giunto in A, l’espressione di x diventa te ched 


in questo caso si può interpretare come un valore qualun- 
que arbitrario (perché dalla relazione data si avrebbe ana- 
ax — a) 


logamente y = EE 


) e quindì bisogna interpetrare che 3 i 
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“quando Y è nio e Tone fisso in A, X a sua 4 si mette 
in movimento su tutta la retta. 


Nel caso di a>d, i due punti mobili si incontrano in 


——_t—t——T__e__—____nn }à gii rx fici £ 


Ò f 

due punti E, F che distano da A di un segmento = Va? 
Per cercar di sapere in che modo avviene il moto sincrono 

dei mobili poniamo che il punto Y vada da Ein A; la a 

distanza da O sarà rappresentata da a+c, se c< Vai 
Quindi si ha: 





ala + c) — db? Siate a+ var 
deal AA AR a'— 
ateT—a G 
Va?—d? 


Il fattore iù è maggiore di 1, perciò il secondo 


termine resta sempre maggiore di Va?—d? ; quindi x è 
maggiore di OE, va crescendo col decrescere di c ed ha 
per limite Pindaro positivo per c=0. 

Dunque mentre Y va da E in A, X va da E in senso con- 
trario verso l’infinito: e precisamente raggiunge l’ infinito. 
quando Y sta in A. 

Poniamo ora che Y vada da A in F, allora la sua di- 


| stanza è espressa da a -- c; quindi: 


a a — c)h-b —ac+a?— db Va?—b? ——- 
CX= ( = ratio — solita CA =_= dA.o —— ———___+- Va?—bi ° 
METE SZA — Cc x . 


Un ragionamento analogo al precedente fa conchiudere 


|- che il punto X si troverà sempre a sinistra del punto F e 


precisamente, dall’infinito negativo della retta raggiunge 
il punto F, quando Y va da A in F. 
La simmetria delle formole ci fa conchiudere che se Y 


{si muove da E verso l'infinito a diritta, e da F verso l’in- 


Hioito a sinistra, il punto X piglier'à il posto di Y nello in- 


È terno del segmento EF. In particolare quando E,F coinci- 





“dono il movimento si riduce a quello esaminato. no 

caso. © È 2 ia. * 
Costruzione. Per costruire i risultati, sopra una retta a 

partire da O si prendano due punti A e B tali che sia 


OA=a, 0B=} e su 0A come A 











SAINT SÙ diametro si costruisca una se- — 
Vo «i do micirconferenza, indi fatto cen- > 
Ro) A ‘. tro in O e con raggio OB sì — 
PR TÀ #7. seghi questa semicirconferenza 


in C, sarà AC= Va?-0? , e se 
perciò fatto centro in A e raggio AC, si avranno sulla retta 
i punti E, F che rispondono alla prima questione. mi 
_ 2.° Risoluzione. Troviamoci le posizioni dei due mobili I 
quando essi sì trovano alla distanza & fra loro. Essendo - - 
e -y=k,si ha x=k4y; quindi l’equazione dataci dal 
problema diventa, ss 


(H+yY)y_-a(kK+2y)+0°=0,. 
Ovvero 
y —(2a—Rk)y-ak+b°=0. 


Risolvendo si ha: 








2a- RF Vada? — 4b° + R° 
2 


yY= 
ovvero a 3 
k k\3 
PENE A 2 2 
y=a— 3 a° — D +(5) 
e quindi 





CAR | RZ 


Discussione. Perché il problema sia possibile basterà sol- 
tanto che i valori di + e di y siano reali. Dal diserimi- | 
nante risulta che può aversi È 

? Mir SEE 
R EX? i 2 (a 
2 2 2 i 2 . Mep: 
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(20.2) 


Nel primo caso le radici sono complesse ed il problema 
è impossibile, ciò avviene quando si ha 


2 


cioè quando il segmento 2 è maggiore dell’ ipotenusa del 
triangolo rettangolo che ha per cateti a e k/2. 
Nel secondo caso si ha | . 


= 04 (3) 


v>e4(3), 


È . ed il problema ammette una soluzione doppia data da 
DI | . vg È MS 
pi i lori 

Cioè, essendo OA =, i due mobili X, Y si troveranno 
in due punti K, K' equidistanti da A di un segmento 
eguale a k/2. 


a h\ 
Nel terzo caso è b°<a+(5), ed essendo le radici 


reali e distinte, si hanno due posizioni per X e due per Y 
per le quali i mobili distano fra loro del segmento £. 
Costruzione, Per costruire le formole 


k :V 4 BE k- VA k\? 
x= — a’— b° È ; =MSCT *o22h3 (5 
O+SF + 5 PAZTEANAa DA 3)» 


segnati col segmento &/2 i due punti K e K', che ci danno 
la soluzione doppia quando il discriminante è zero, nel 
punto A si elevi il segmento AC perpendicolare ad OA, 
e si congiunga O con C sarà 


1) 





k\È SA 
Oi V Di (5) STORES de e 
2 ae pra FL 
LI A i gni, bi x ' Sa; 
scriva una. semicirconferenza e o .0-7 MM 
- , 3 \_eT ye ' » A î 
centro C e raggio d si segni su =; Li 
di essa un punto D, sarà OD ee 


il valore del radicale, poiché 


ope Vogecz Va +(5) — Io. 


' 











Poi centro K e con raggio OD si segnino i due punti Y 
e Y, centro K' e collo stesso raggio si segnino i punti 
ALe, 

Una soluzione è data da X' ed Y' ed un’altra è data da |. 
X ed Y. 

Si riconosce anche dalla costruzione che il caso impos- 
sibile è dato da d.> 06; che quando b=00C si ha una so-. 
luzione doppia; e che quando è b< OC. si hanno due. so- 
luzioni. ì 

Riepilogando dunque; 


k\ Re 
DIE Vai + Do) , 2 soluzioni ; 
b= V a° + (3) , l soluzione doppia ; 


E 
DS Va + È) , 0 soluzioni. 


Osservazione. Se £ divenia ugnale a zero, la seconda que- 
stione si riduce alla prima e la costruzione e la discussione 
coincidono con quelle fatte nell’altro caso. 








(9. Problema 6.° In un semicerchio di raggio r inseri- 
vere un rettangolo di perimetro 2p. 

Risoluzione. Indicando con 2x la base e con y l’altezza 
del rettangolo, dalle condizioni del problema si ha 


20+y=D, d+y=r° 








3 y=Pp — 20 
da cui î i 
Da* — 4px + (0° — r°) = 0 (1) 
e consecutivamente 
da | Sp p+2V5r° — pì 
PRC Ra _PE2VOr — p°. 
= E aa 












ai dii Car. 


quindi le soluzioni del problema sono date da - 


he Li 








op Vip 20 + V5:3 — pò 
(Cara <a 


Ya 











COME Er 
TI 5 Fasi 5 
Discussione. Per la natura del problema i valori di @ ed yY 


devono essere reali, positivi o nulli, e minori di »-. 
Perché essi siano reali deve essere 5r°=p°, e poiché p 


"RSI SITI NEI, PRETI RTRT TERE 


ed 7» sono essenzialmente positivi basta che sia p=r V5, 
cioè p== alla diagonale del rettangol»'circoseritto al semi- 
cerchio. 
Soddisfatta la condizione di realtà, per essere tanto la & 
. che la y positivi o nulli, occorre che sia a>0,p-24=0 , 
> cioè che sia 0=x='/;p. 
Quando queste condizioni sono soddisfatte, 4 ed y saranno 
pure minori di », perché il valore » è esterno all’ inter- 
T vallo delle radici, tanto di x che di y, ed a destra di esse. 





È Infatti, per la #, sostituendo + in Cb)stchasf@a) = Qpr, 
| Che è essenzialmente positivo; e la semisomma delle ra: 
| SEI i i E ala 

. dici è 5! che è <, poiché, per p=<7 V5, si ha 

È È 

& gliene Cee: . 

È x = 

È REV 

: Analogamente si verificherebbe per la y, ma ciò non 0c- 
| corre, poiché quando è g< 7, dall’equazione x°+y?=?? ri- 
. sulta che è anche y<r. 

Osserviamo che: dalla (1) risulta essere EOy="pe7rp, 
È 2 : 

f rol=T-r; che il primo coefficiente della (1) è nu- 
È mero positivo; e che per la semisomma delle radici sono 
i soddisfatte le condizioni 

1a 

2 1 È 

È È 7 <PE8 lata 
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Perciò il frgtianii “nie (Con Tae: soluzioni quando. < sia 


: ’ 


2 ca 
p_r?=0 —r°=0 , PDEYVV5:; 


cioè (essendo p ed r essenzialmente positivi) quando sia 
p=>r.; p=2f, parV5 ; 


‘ovvero quando sia 


dWeEPer V5 


E più precisamente : | 

quando EST V5,i l] problema ammette. una soluzione. 
ordinaria doppia; che rappresenta anche il rettangolo di 

massimo perimetro ; 


quando 2<p<? V5,il problema ammette due +06 
zioni ordinarie ; È 
quando y= 2, il problema ammette una soluzione ordi- 
naria ©,,Y,, ed una soluzione limitea,=,y,="0, per la a 
quale è rettangolo si riduce al diametro del semaicereie “sl 
Il problema ammette una soluzione quando /(0) e f(p/2) 3 
sono di segno contrario; e siccome /(0) negativa ed. FR) 
positiva sarebbero contraddittorie, occorre che sia : 












EZ PZL". 


E quindi risulta che: È 
quando r<p<2r il problema ammette una soluzione. > 
data da @,; y, (per l’altra soluzione %, è positiva, y, è ne- | 
gativa); A 
quando r==p, il problema ha una soluzione limite data ; 
da x,=0,y,=?,; per la quale <% rettangolo si riduce al ; 
raggio perpendicolare al diametro del semicerchio (attra — 
soluzione presenta 2, positiva, y, negativa). A 
It problema non ammetto alcuna soluzione quando HO 
ed./(7/2) sono entrambe negative, cioè quando è p<r. 
Si lascia la costruzione geometrica allo studioso. 











|. Sì noti che le soluzioni in cui una delle due incognite è 


| negativa rispondono al problema seguente : 


In un semicerchio di raggio rv inscerivere un rettan- 
golo di cui la differenza dei lati sia eguale a p *). 


20. PROBLEMI A TRE INCOGNITE, Problema 7° (Licenza Isti- 
tuto, 1907). 

In un circolo di raggio r è inscritto un quadrilatero 
convesso ABCD in modo che il primo vertice A- e l’ultimo 
D sono estremi di un diametro Calcolare i tati AB, BC, CD 


conoscendo che le protezioni toro sul diametro AD siano in 


% 


VS 


DE 


f metica si ha € +23=2y, ina la lo- 
‘ro somma =2r, dunque 3Y=2, 


Lo 


Ad 


ui 


È. cioè Ur 30 quindi 3 = sara 


progressione aritmetica, nell'ordine in Cui sì succedono, e 
che it rettangolo delle diagonali AC e BD abbia un > ap- 
porto dato q al quadrato di lato ©. 
— Risoluzione. Si indichino con 0 ,Y,8 le proiezioni BR, 
BC-&D dei'lati AB,BC,CD sal dia: 
metro AD. 

Per essere queste in progressione arit- 





D'altra parte le diagonali AC,BD sono date dalle formole 


È Sc AC -Ver(è, + ") vi DD Var; SU 


se 


| A) l AC» BD 
e siccome per 1 dati del problema deve essere Sti 





ole 


| sostituendo e liberando dai fratti si ha l'equazione 


e 





(9) ; 
aVero(zr+e)-e (1) 





Bi Sr. i È ; È n A 

__#) Coi metodi delle tavole stnottiche, che si usano da altri autori (veg- 
|. gasi p. es. Zuccagni, Trautlato di Alg. compl., p. 165), non risulta la di- 
| scussione del problema così convincente e rapida, come quando, e noi qui 


| preferiamo di fare, si va direttamente alla ricerca ed all'esame delle con- 


dizioni cui le incognite devono soddisfare, 


Cap. ea 
Elevando a a si ha Valtra a vanIona 






A 4 
(ta 5 


comprende la prima, ma siccome noi 
ed il secondo mem-" 


la quale, come € noto, 


dobbiamo dare al radicale il segno +, 
bro è essenzialmente positivo, possiamo essere sicuri che 


dici che troveremo sono radici della (1) (Cfr. III, 24). 
tima di- 


le ra 
Sviluppando, semplificando e ordinando, quest’ul 





viene ; 
12° — 16ra — r?(16 — 39°) = 0 (2) 
da cui risulta 
8r + 64? + 12,3(16—39°) 2 PET 
ae na a ca A 2 È 
12 aria V6i — 9g 








bono essere reali e positive e minori di — r (pel valor 
3 


di 3), 
Per essere eoali occorre che sia g° =, OVVero 4=- 
Per essere positive, essendo negativo il secondo coefficiente 
deve essere positivo il termine noto, cioè g° ui F 


della (2), 


4V3 


ovvero q PE x 


semisomma delle radici, 


* Ad 
si avvera, essendo se ato * (3g? — 16). 
Dunque il problema ammette due soluzioni sempre che sia 


Ue 8 
Ta des , 








AE 3 
Potrebbe anche essere PA ma in tal caso una 


delle radici è zero, e ciò vuol dire che il quadrilatero si 
riduce a un triangolo, perché il punto B coincide con A *). 
Per avere dal valore di & i lati del quadrilatero, osser- 


viamo che 


AB—= Vara — ==}? poestoraze 


«ape (dr SEAL Ve Et 9g? 


e che dal teorema detto di Tolomeo, 


AC-BD=BC-2r + AB-CD, 


a DIVA 16—(64-99°) = a_16 

AC BD-AB-CD LT 9 ci AL ar 

Wu RI 
dr Qy za 


Dunque il problema ammette le seguenti soluzioni: 





si deduce 





i» ZIA 2 CR 2 

pa va Cai ee Le Tal 
A] 
i 0,3 = Ve4209pî 

CD ya ChE gere 


e queste soluzioni danno due quadrilateri che differiscono 


*) Si potrebbe anche discutere in base al teorema del n. 5 dicendo: af- 
finché il problema abbia due soluzioni occorre che sia 


4 2 
12} (0)50 , 125(-+)>o , 0<Tr<2 , 4>O. 


4 
Ora 12 f (0) = — 12r2(16 — 39?) e 12 f (5 r ) = 12r2(39?—16), e per es- 


sere entrambi > 0 occorre che sia 39? > 16 e siccome le due altre condi- 
zioni sono soddisfatte, sì conchiude egualmente eeme sopra, 








soltanto nel senso con cui il contorno dell quadrilat 
percorso 


va i SIA 
Allorquando q = o risulta AB'=CD=m il quadrila- — 








tero riducesi ad un trapezio isoscele i cui lati si proiettano — 
sulla base in segmenti eguali (progressione aritmetica di : 3 
ragione 0) e le due soluzioni coincidono in una, data da: w 


i 


i 4 ERI A 
aB=rV3 BO=> er ES. 3 


21. Problema 8. 
Calcolare i lati di un triangolo PEATAZOO] conoscendone | 


il perimetro 2p e ta sua superficie m?. ol 
Risoluzione. Indichiamo con @ ed y i cateti del triangolo — 
rettangolo con < l’ipotenusa; per l’enunciato del problema 1 
si ha il seguente sistema di equazioni | a 





XLtyt4=?%D, 
0) Br JIA 
se? + y° = 2? ; 
Aggiungendo alla terza equazione il doppio della seconda, 
si ha (@+ = +4, a 
mentre la prima dà 
C+y=2D_8; 
cosicché sostituendo nella precedente si ha successivamente . 
(2p— 2) = 2° 44m? , I 
Ap? — 4pa=4m?, 
p_paz=M, 


sà 2 2 
— m 
DE ESILE 
p 
e quindi dei cateti x,y si conosce che 
pà+m i 
«Mty= a Ly; 


D 





e perciò essi sono le radici dell’ equazione quadratica 


to — 





2 Na 
o n 


Lo 


da cui si ha 
=pl'+re vorra]. 


Discussione. I valori di x,y, devono essere essenzial- 
_ mente reali e positivi, quindi deve essere dapprima, pel va- 
lone=di 2 é 


p>pm 
; ‘ed inoltre per la realtà dei valori di x ed y, deve essere 
(p° 4 m°) => 80°m? 
e poiché i due membri della ‘diseguaglianza sono quadrati 
È di numeri positivi basterà che sia - 
3 p+m=2V2mp, 
ovvero Che sia | 
p-2V2mp+mi=0. (2) 


a Lo radici del primo membro di questa condizione mista 
sono ‘6%; 
p= ml V 2.1) 
È quindi la condizione di realtà è soddisfatta da 


p=mV2-1) e da o=m(V2+1) 


ima deve pur essere 7>, resta dunque per la possibilità 
ST problema la sola condizione 7 


o=w(V2+1) 


Soddisfatta/questa condizione i valorì di 2 ed y sono en-" 
pio; positivi. o 


























Cap. IX _ 8 pes + La 
Brinistalcaso si a due “ica DES: inuna 


‘ 


unica soluzione data da E PES 





l RR > 
o=3|p4+m- V+ a — sunt | 





l li 


9 


pe 
PE 









Osservazione. Quando p = 603 2+ 1) il discriminanicio e 
zero e il triangolo risulta isoscele. In questo caso = 


A) 


am(V2+1) 


ed il triangolo ha il minimo perimetro possibile. > 
Si poteva risolvere la condizione mista (2) per rispetto sa 
ad m e si sarebbe trovato È 


mzp(V2—-1) 


e quindi di tutti i triangoli soddisfacenti al problema Îc 
triangolo isoscele è non solo di minimo perimetro, ma anche - 
di massima area. ©) 9 


pe 


22. Problema 9.° Determinare le lunghezze degli spigoli ; 
di un parattelepipedo rettangolo, conoscendo che la SUu- 
perficie è 28°, la somma delle lunghezze degli spigoli € è. 
Al e che il rapporto di due di queste lunghezze è k. * 

Risoluzione. Indicando con @, y, 3 le lunghezze degli Di 
goli concorrenti in un vertice, e con & Il LARRORIE fra y e a, 


si ha qytyz+20=58, 
a oty+3=l , 
y=ka. 






e e 
St prime "ius equazioni ed eliminando 2 fra esse, si ha 
z=l1-(kR+1)a 
(R'+R+1)a®—(+1)a+s°=0. (1) 
Risobvendo la (1) si ha 


(+ 1epV(&+ DE — 48008 ++ 1) 
AXAR+E+1) 


da cui facilmente si hanno i valori di z e di y. 
| Discussione. Affinché il problema sia possibile i valori di 
&%,Y,z devono essere reali e positivi (non nulli). Perché 
essì siano reali deve essere 


du 








(R+1)°®= 45° +k+1), 
Ovvero 


(A+ 1)2=>2s VEFAAI1, 





0. anche 
KS ea R41 


(PR VRRPROSEE 

Se questa condizione è soddisfatta, tanto € che y saranno 
positivi, perché l’equazione (1) ha il termine noto positivo 
e il coefficiente del secondo termine negativo. 


Per essere positivi anche i valori 3, occorre che sia 
2062, ovvero che sia soltanto 


© 


> 











È 
Sostituendo nella (1) si ha 
LE TE ke 
=! KR? | DI assi se 
dieta TE alia 
e questo valore può essere >, =, 0 <0, secondo che sia 


É k 
E Inoltre il valore RES] 


semisomma delle radici dellà (1), 





è maggiore della 


(h+ 1)! 


COSTE O. 





























(n4+ <A +41); chesrigovantte 0<R+1;  dip- 
VR RO val 
EVE 
4 VISTERTA <(k+1)* (difatti questa diseguaglianza elevata — 
a quadrato riducesi a 0<k*+248°4 1). 


più è da osservarsi che parato) 3 












Vi (441)2 CAS 
RL 2k +h4-1) k+1 
Dunque : 
L Fe + Lé Ex _ ’ kFI é compreso, Ira 3 


le radici x2,, 2, 0 coincide con la maggiore, ed il pro- 3 
blema ammette una sola soluzione data da 4; Y;x 3,5% 


VA hR+1 i I 
è esterno all'EDVorae 


<< 
°aFIS: Sa Vasari k+1 


vallo delle radici a destra della maggiore, ed il problema — a 
ammette due soluzioni ; SJ 


s R+1  . 3 sa 











se 17597? il problema ammette una soluzione 
VRSERI | dec 

doppia data da . E 
(&-+1) / R(k+1)/ - {RDS 





Cia Da EIA —., : si 
| , 41,2 2(k24+k+1) Y,,s 2(k°+Rk4 1) 2 2(k°+R+1)- 
23. Problema 10.0 Determinare i tali di un triangolo del 
quale sia dato il perimetro 2p il prodotto k® di due. tati, D° 
e la bisettrice B dell'angolo compreso fra questi tatti. è 


Risoluzione. Indicando cen x,y, zì lati del triangolo, e | 
supposto che la bisettrice B sia relativa all’ angolo com- 
‘preso fra i lati y e 2, sapendo che il rettangolo di “due 
lati di un triangolo è equivalente al quadrato della biset- — 
trice aumentato del rettangolo dei segmenti che essa de-_ 
‘ermina sul terzo lato, sì ha TRer le condizioni del problema | 





. il seguente sistema di equazioni : 

È  ®tv+sa=2p, di 

i o I 
SEC di. 

E (+ y) n 


Sostituendo nella terza equazione ì valori di xy e di X+y 
dati. dalle altre due si ha 


his? 





CN 


da cui, liberando da’ fratti ed osservando che la radice 
È &=?2p, che può introdursi, è da scartarsi, risulta 














Cogli) = 0 L (1) 


e quindi 





__ — 20 (k°—B) 2a Va = 
E° 


Per la realtà del valore di 3, basta che sia Bta2"R®. “ove 
ivero B=%k; ma se B=X,z=0, quindi la condizione si 
limita a B<A. Quando questa condizione sia soddisfatta, 
una delle radici dell’equazione (1) è negativa, perché il ter- 
y mine noto di essa è negativo, e questa radice si scarta, e 
-— resta possibile soltanto la radice positiva. 3 
f Trovato il valore di z, il sistema sî riduce a 


# 


I ; ° 2), 
I | 20h a 
FE QXy = k° eee Fu (& — V k° — 8°) 





3 € quindi 4, sono le radici dell’equazione 

- <> (VW = E) +k=0. 
b- Risolvendola si ha i I i | 
| (Ra vene ivi Ver 


3 Tris 364. SITI TA ARR 
Quindi per i lati 2, y del triangolo si trova ea 


ace ivo Ve 





; B* 
= (1 — VE=B)F sV D(h—Vni—B)—p' 







Discussione. Perché il problema sia possibile occorre che 
i valori di 4, y,3 siano reali e positivi, e che inoltre sia 9 
ae y>z, 0 y|<4. a 
Per la realtà dei valori di x ed y occorre che sia 


p(h- Vip" )=B 
e poichè 4 — V&*— 8° è positivo basta che sia 
p(R — Va B)> > 8°, ovvero ph—B'=P Va. 


Il secondo membro di questa condizione mista è positiva, | ‘a 
quindi occorre che sia (teor. 6° del Cap. 1ll) È 


phT_B'>O ’ h>B i (ph — B°)) =p*(k° — B°) . 


La terza delle precedenti condizioni si riduce @ 





B=p(kA—), 
quindi riassumendole si deve avere 
ph— n= <pk 
Ma perché non ci sia contradizione occorre che sia Pa 
P(2@R—-P)<ph , p(@h—-p)<KR', 


Ovvero SE 


R<Zp ’ 0< (V SD ky. 

Di queste condizioni la seconda è sempre vera, dunque ; 

i valori di 2,2 ed y sono reali quando sia “EA 

di | B<SA<D , a 
È DRD ci 





WE AZIZ ZI, A DALL AIA r 
pisa ; di: 54 MI Rai ii va ) tg A ARRE de LI I 
È de rd x PICO CONE 












ta TO dna = esaminare E te altre condizioni 
a+y>3, lo-y|l<z. 
Per la prima si deve avere 


— 20 (4° —B3) + 204 Va? — p° 


VEE 8)> = = 


B? 


ovvero 


aa-Via=g)> Vi = pr ber). 
oppure - 
h>Vi— po, (k-Va=B) 0 


che è sempre vera; per la seconda occorre che sia 





B° 


TSE SZ AL, 


ovvero succcessivamente: 


ko (n -Vi=B) — np <p h°—B)(-Vi—B), 
de Rep» p°B°(a-Vr =) 3 
| ne>ph—pVh — 8°, 
D VR? — B°>k(p_B) 
2ph? 2 
ia, DK k? ’ i È 


la quale condizione non è inclusa cane precedenti, perché 
2 


ua 
SE Lacan 7 (essendo p° LR >20k). 


Quindi ic il problema sia possibile occorre che sia 





2pk? E 
R<XP , P(2R-p\=B° <i> Sa (2) 
- qualora sia 
a ala 2 


«Quest'ultima condizione è sempre soddisfatta per 4<p ed 





< CA TR — Eserc.  — 366. 
= ‘entrimbi positivi: difatti ossa riducesi 

| | (E — D) (1° + RAP<APR* , 

9 p° — 2hp° 4-2k°p° — dl'p°+5k'p — 24h" 50, 







ed essendo il primo membro divisibile per p- & :ADSA la re- | 
gola di Ruffini) si riduce ancora a 


- (D+ pR+2h9)(p—h">0; 


dunque il problema ammette due soluzioni, riducibili ad una, 
sempre che siano soddisfatte le condizioni (2). 


Esercizi. 


Pi 


1. Dimostrare che l'equazione (er — m) (e — n) — ee =0,permtn,c+0, 
ammette due radici reali diseguali fra le quali sono comprese 10 ed n. 
2. Dimostrare che l’ equazione a? (e — +4 (e—p) +k(e—-p)x-9)=0, 
per p#+g,k+0, ammette sempre due radici distinte, una delle quali è com--@ 
presa fra p e g, e determinare che la condizione perché vi sia compresa la 2% 
minore o la maggiore è che sia % negativo o positivo. 
— Confrontare col,numero % le radici di una delle seguenti equazioni : 


3 3x? + 2kxr — bk + a=0. 
4. 2ka? — (k+1)ax +k-1=0. 
5. x + (k42—1)a—-%k(k+1)=0. 
6. Confrontare con » e — r le radici dell’ equazione 
de a? - ra +r(a — 2r)=0. 
7. Confrontare con 0 ed m le radici dell’ equazione 
e -2(a+ma + m=0., 
8. Confrontare con x e B le PAGsO. dell’ equazione 
e —-a(5-+b1)a — (a? — G°)=0 * 
— Discutere le seguenti equazioni al variare del parametro in esse con- ho 
tenuto e trovare i valori massimi e minimi delle x. 3 AE i 
i 9. xe +3xr —- (K—3)=0. 
È 10. 2° —3(k+1)e+9=0. 
2 11. xr4+(p—-1)a-+p—1=0. 


12. a — 5: +42 — BERT 6=0. n 
cn __ ha — l.: 
13. : 
to ke +1 1 : 
14. mat (n +1) # (din LI d i ts 












Bro 3(42 — 11k+28) a 
16 (a—2)e®—2ar—(a+1)=0, 

17. (K—1)24+(k—4) r4+(k—-6)=0. 

18. (m-2a-— Mm—-4r+(m—-3)=0, 

19. a? — (2% — 5)er +34 +6=0. 
_ 20. (Ga— 1) — Qa+1)r +1=0. 

21. (7k+2)a — (k+1)r + (&+3)=0. 

22. (EL —2)e° + 2k+1)oa — (&k+1)=0. 

23. e4— (Ba — 5)x? + ala —_ 2) sit 0. 

24. Discutere la seguente equazione considerando la x come parametro e 
trovarne la rappresentazione geometrica : 





sr ; 1 2 
0 YU +0 — 2009? — 2a? + cs PL1=0. 


I) 






















25. Data una qualunque delle equazioni 9-22 determinare per quali va- 
lori del parametro il primo membro si può scomporre in somma di due 
5 «quadrati. (Tener presente che affinché ciò avvenga le radici del trinomio 
| debbono essere complesse). 

«_—— Data una delle equazioni seguenti determinare per quali valori del pa- 
| rametro essa ha una o entrambe le’ radici comprese nell’intervallo segnato 
3 _ affianco: 


26. (m_1)e° — Um +20 +3m=0,  (-1,+1), 


27. 50° — Amra + (m° — 12)=0, (0,7) inclusi gli estremi, 
28. ai —. (Im 1)ra-F6?=0; (0.52) di» 3 
29. ka (2b-+3)a—Bk- 6)=0, (1,10). 

30. (k—2)a— (5kE—20)r +2xX=0, (0,20). 

ASSE @m_ lo —5me+m_—-3=0, (—5,+5). 

aa 2@—-1a-(k-85-+k-3)=0, (e) 

SORTTÀ 3a? — d(m—1)rx + 5mr®=0, (0,»), 


- 


do 34. (2a (2% Ire +(&+2):®?=0,  (0,2r). 
85. Discutere al variare di a come sono sitnate le radici delle due equazioni 


Hi na —ae-1=0 , delta a=0. 


| a 36. In un triangolo di base d e altezza / inscrivere un rettangolo di area 
| , ?. Discutere e costruire i risultati. (R. Sca è l’altezza, ba? — A be +hm®=0). 
fox: 37. D'un triangolo sono noti il perimetro 2v ela bisettrice d di un angolo 
_' e si sa inoltre che i due lati di questo angolo hanno per media aritmetica il 
[3 | terzo lato. Si domandano i valori dei lati del triangolo in funzione della bi- 
ge settrice e del perimetro e la costruzione del triangolo. (Licenza Istituto, 1898). 


>: i (R. 0V3=p<2). 
c 38. Conoscendo due lati a e db di uh.triangolo e la bisettrice / dell’angolo 























C da essi compreso, trovare le formole che determinano per mezzo dei dati Ri 
a,b,lgli angoli A,B, C del triangolo e il lato e. Discutere il problema. 
(x. 1< 2ab 
LED 

89. Si ha un trapezio del quale i due lati paralleli sono a e d, con a<b; 
e l'altezza è A. Si trovi a quale distanza « dal lato bd dovrà condursi il 
segmento y parallelo a questo lato per fare sì che il trapezio resti diviso in È 
due trapezii tali che quello i cui lati paralleli sono d ed'ystia all’ altro in 
un rapporto dato g, e si dia anche la lunghezza del segmento y. Si discu- 
tano i risultati. (Licenza Istituto, 1894). (R. Il problema ammette sempre 
uua soluzione). N i 

40. Conoscendo le distanze a e b di un punto M da due assi rettangolari 
OY, OX condurre per M una traversale che stacchi dall’ angolo retto un 
triangolo OAB di data superficie 8°. (R. Indicando con ® il cateto del- 
l’asse OX si ha: b%a? — 252x + 2as° = 0. 

Se l’area si considera come somma di OMA e di OMB, si trova che per 
avere un trasversale uscente da un punto esterno all'angolo occorre far la 
differenza di queste aree e si ha una diversa equazione : bea? +25? —2as=0). 

41. Conoscendo i lati 5 e e di un triangolo e 1’ area m? del rettangolo dei 
segmenti BD, DC, pesi i salori assoluti, determinati sul lato BC dall’al- 
tezza relativa a questo lato, determinare questo lato e costruire il triangolo. 

(R. Indicando con x questo lato si ha: 244+-4m?x° — (6° — e)? =0, dove 
il segno + vale pel triangolo ottusangolo in B © in C ed il segno — pel="-s* 
triangolo acutaugolo in B e C). Sgt. 

42. © 42p;y. Inscrivere in una sfera di raggio r un cilindro retto tale che 
la sua superficie totale sia 278° (0 sia eguivalente alla differenza fra la su- 
perficie della sfera di raggio % e la superficie della sfera data). a D 

(R. Se x è il raggio di base, 5a' — 2(2r2 + s2)a? + s'=0 ea 
2 Bei —4k°g*+1(2—r2)=0). È De 

43. Essendo dgto un cerchio di raggio r e centro O, si conduca da un; — 
punto del diametro AB (esterno al cerchio) la tangente CD, e si faccia ro- vs 
tare la figura intorno ad AB. Determinare C in modo che il rapporto della 
superficie conica generata da CD alla zona che essa inviluppa sia m. 3 

(R. Posto a=0C si trova un’ equazione di 1° grado, a = Qm+1). 5 








44. Essendo data una semicirconferenza descritta sul diametro AB= 2», 
trovare sul segmento AB un punto M, tale che descritta la circonferenza ER 
(C) tangente in M ad AB ed alla semicirconferenza in un punto D, risulti Sa 
AM + MC + CD=a. Discutere e costruire il punto M. 3 


A 
(Posto AM=@, ,MC=y, e +2y=a,x° — 2re +2ry=0,;0 Sr rita 
‘. 45. Il doppio dell’area di un triangolo rettangolo è equivalente a quella > È 
di un quadrato di lato @ e la somma dei quadrati delle proiezioni dei cateri te 
sull’ipotenusa è equivalente ad un altro quadrato di lato bd. Calcolare le. 3 
proiezioni suddette e verificare che se a © b sono legate dalla relazione 
5a =2 V 36° uno degli angoli acuti è di 30°. (Licenza Istituto, 1906). SS 
(R. Indicando con x,y, le proiezioni, = l’ altezza, 24 + 2 —- a'=0). 











Bag O Cio. ig 


46. Un cono è circoscritto ad una sfera di raggio r. Quale deve essere 
l’altezza del segmento sferico interno al cono, acciocehé il volume del primo 
abbia un dato rapporto g col volume del secondo. Costruzione geometrica 


1 
nel caso di q= A (Licenza Istituto, 1906). 


(R. Indicando con @ la distanza della base del cono dal contro della sfera, 
DI 


x° + 2ra — cs 
IL 
47. Determinare 3 numeri x, y , essendo conosciuti i prodotti 2a ,20,2e, 
di ognuno di essi per la somma degli altri due. Determinare le condizioni 
a cui debbono soddisfare i 3 numeri a, bd, c perché il problema abbia solu- 
zioni reali, e perché i numeri x, y, £ riescano in quest’ ordine in progres- 
sione geometrica. ‘ (R. a:c=bT—c:a— Bd). 





= 0) 


48. Un cono retto ha per raggio di base « e 34 per apotema. Inserivere 
in esso un cilindro retto che abbia per superficie laterale mra2. 

49. Data l’ipotenusa « e la bisettrice & dell’ angolo retto di un triangolo 
rettangolo determinare i cateti. Discutere e costruire i risultati. 

‘50. Determinare l’ altezza ed il raggio di un cilindro retto la cui superficie 
totale è 7°, e che è inscritto in una sfera di raggio r. 

51. Un diametro AB di una sfera si prolunga di una lunghezza AC eguale 
al raggio della sfera stessa, e per un suo punto P, interno a questa, si con- 
duce il piano perpendicolare al diametro stesso. Trovare la posizione del 
punto P in modo che l’ area del cerchio di raggio PC abbia un dato rap- 
porto 2 con quella del cerchio sezione del piano, con la sfera. Discussione 
e costruzione geometrica (Licenza Istituto, 1908). 

(R. Posto OP= x, (m + 1)x? — dra +-r4 — m)=0). 

52. È conosciuta l'altezza & di un triangolo rettangolo ed è anche dato 
il rapporto m tra l’area laterale del cilindro che ha per raggio uno dei cateti 
e per lato l’altro cateto e la somma delle aree laterali dei due coni generati 
dalla rotazione del triangolo intorno all’ipotenusa. Si calcolino i cateti del 


triangolo e discutendo la soluzione si mostri che il minimo valore di m è V2, 
ed esaminare di che natura è il triangolo in questo caso. (Lieenza Isti- 
tuto, 1908). 

53. Facendo rotare un triangolo rettangolo di un giro intero intorno a 
ciascuno dei cateti successivamente si hanno due coni. S’ indichino con S' e 


con S" le superficie laterali dei due coni e con $ la superficie della sfera 


avente per diametro l’ipotenusa. Determinare i lati del triangolo nell’ipotesi 
che sia aS' + bS" = e$ dove a,b, c sono numeri noti, e sia pur data la 
superficie s del triangolo. (Licenza Istituto, 1898). 
(R. Indicando con 2, y i cateti, (e? — db?)y' — dabsy? + 45° (2 — a?) =0. 

54-54;,. Calcolare i raggi delle basi d’ un tronco di cono retto circoscritto 
ad una sfera di raggio 7 conoscendo il suo volume 7%* o la sua superficie 
totale rm?. 

55. Dato il raggio r del cerchio inscritto in un triangolo rettangolo e la 
superficie s. del triangolo costruire il triangolo. 

56. Per un punto preso sulla bisettrice di un angolo retto a distanza « dai 
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suoi lati è condotta una retta che li taglia. Trovare i due cateti del trian- 

golo rettangolo in modo che il rapporto tra la somma delle superficie laterali | 

dei coni generati dal triangolo con le rotazioni intorno ai cateti, e la super- i 

ficie del cerchio il cui raggio è l’ipotenusa sia un dato numero positivo m. 

Nella discussione si faccia vedere quali numeri siano possibili per m. 
(Se x è un cateto, (m? — 1)x? — 2am?a + 2a?m?=0). 


57. Determinare un triangolo rettangolo nel quale la somma dei cateti sia 
m, quella dell’ipotenusa e dell’altezza corrispondente sia n, e indicare 
le aio perché il problema sia possibile e costruire i risultati. 


f sm 


R. m N men 
( bet: 


58. Di un quadrilatero ABCD inscritto in un cerchio di raggio r il lato AD 
è un diametro del cerchio e gli altri lati formano una progressione aritmetica 
ed hanno per somma 34. Si determinino questi lati e le diagonali AC, BD, 
e si discutano i risultati trovando le condizioni di possibilità del Eroi 
e si cerchi la costruzione geometrica. (Licenza Istituto, 1894). 
(R. Se x è la ragione della progressione, (2 — a)a®° + Fare +-a3 — 4r8=0 a 


sn <a =r). 
V5 | 
59. Calcolare i cateti e l’ipotenusa di un triangolo rettangolo conoscendo 
la differenza dei quadrati dei cateti %?, e che i vertici stanno su tre rette 
parallele a , D , e assegnate mediante le distanze m_, n di @ , da be dae. 
(R. LAGUNA con a ed y le distanze di B e C dalla perpendicolare ab- 
bassata da A alle parallele si ha: a? — y? — %? + n° -— mi, axy=mn. 
Oppure chiamando x ed y i cateti: a? — 92 =}? , 2? (4 — n°9)= 92m). 


(Licenza Istituto, Luglio 1894). 





60. Di un triangolo rettangolo si conosce 1’ ipotenusa a , e la somma % dei 
cateti e dell'altezza relativa all’ipotenusa. Calcolare l'altezza relativa al- 
l’ipotenusa ed i cateti. (R. Indicando con x 1Y, i cateti, 2 l'altezza del- 
l’ipotenusa si ha: a? +9 = a2,&+y a=h, sy =a2') 

61. Due circonferenze di centro O, 0' e di raggi r , r' si toccano interna 
mente. Descrivere una terza SAI tangente alle due prime ed alla 
linea dei centri 00' . (R. Sia O' il centro del cerchio cercato, y il 
suo raggio, x la distanza del punto di contatto di esso con 00' dal centro 
O, si ha: (—y?=£2+9,(Y+r2 = +(r-r'+a)?): 

62. Una sezione retta ABC di un prisma triangolare ha per lati a, db, V2ab, 
condurre per C un piano che sezioni il prisma secondo un triangolo equi- 
latero MNC. (R. Indicando con £ AM e con y BN si ha. 


o +b=y+ a =2ab + (y— af). 

63. Dato nn cono circolare retto di raggio r ed altezza A , si determini £ 
in modo che il cono avente per altezza A — £, per raggio di base r + « sia 
equivalente al cono dato. (R.x[2+ Qr— Ae +re—24)]=0) ) 
64. Determinare i raggi di base di un tronco di cono a basi parallele che 
abbia l’ altezza % media proporzionale fra i diametri delle basi, e la Subs 








e n] Cab. 1X.— Fs 


cie totale equivalente a 7a? 





ERCe 


. (R. Indicando con x, y ì raggi di base si ha: 





> V2a2 + 42 


b2 





È ug: ky Yi 

i h 2 

i 

L, 65. Essendo dato un semicerchio costruito sul diametro AOB, si tracci 
LI 


p* la corda arbitraria AM che sottende l’ arco ANM e 
— menie M in P sw AB. Calcolare AP in mod 


sì proietti ortogonal- 
d.. ATE 

È intorno ad AB il triangolo OMP e il segmer 
; 

À 


o che facendo rotare la figura 
ito circolare ANM generino vo- 


lumi equivalenti. Quanti valori di AP vi sono per i quali il rapporto del 


volume generato da ANM al volume generato da OMP abbia il valore di nm? 


; (In questo esercizio il valore di m deve essere considerato positivo e ne- 
; gativo. Posto AP= 5 ma? — (3m + 1) ra + mr? — )). 


66. Trovare i lati di un triangolo equilatero e di un quadrato di cui la 


somma delle aree è equivalente al quadrato di lato » , e la somma dei lati 
è eguale ad a. Discutere e costruire i risultati. 


fi (r. Q2 (4 + V3)—8a24+4(a?—n2)=0 ; 


ch 3+43 si, 
2n SALA de — ed anche LEA È 








3 


67. Un triangolo rettilineo rota di un gir 


o intorno alla sua base. Data la 
base d l'altezza corrispondente % e la somma delle superficie laterali dei 
. due coni generati dalla rotazione, c: 


alcolare i lati del triangolo Discutere i 
risultati. (Licenza Istituto, 1898). 


«_ (R. Indicando con x uno dei Jati e con Tr? la somma delle superficie 








n(w + Vie 4 3242 Va — n=79 re ho bD° | 4h? , 


| Ponendo invece la somma delle superficie eguale a 7hm e indicando con 
Ce ,y i lati 
(m? — b?)2-+-45212 ET MI 


e — mt in, = DELIA 2) 
+ d(1m? — N2) ; ne V 4 ) 





._ 68. Un cono rotondo è inscritto in una sfera di r: 


aggio r , calcolare qual- 
cuno degli elementi del cono, p. es. l’altezza ovvero il seno dell’angolo che 


«un lato qualunque fa con l’asse, in modo che la superficie totale di esso ab - 
bia un dato rapporto g con la zona sferica che ha la medesima altezza. Esa- 
‘minare il caso particolare dig=1, c fare la costruzione geometrica. (Licenza 
Istituto, 1907). (R. Sia x l’altezza, CHA2re(29—1)+-4r2o(g—2)=0). 

69. In un circolo di raggio r è inscritto un quadrilatero convesso ABCD, 
in modo che il primo vertice A o l’ultimo D sono estremi di un diametro, 
| Calcolare i lati AB ’ BC, CD in modo che essi formino nell’ordine scritto 
‘una progressione aritmetica, e che la loro somma abbia un d 


| col triplo del raggio. (Licenza Istituto, 1907). 
È; 


ato rapporto q 





x 5gq° — 4 
@ (R. Indicando cone, y,zi lati, 2 — 2qrz + r2 stem, I 
Ù, 


























70. Data una sfera di FAFZIO r tagliarla con due piani di cui iù distanze — 
dal centro abbiano per somma d, in modo che la somma delle due super- e 
ficie laterali dei coni retti, aventi per basi le sezioni e circoscritti alla sfera | 


sia cquivalente ad un cerchio di raggio m. (R. Indicando con 2 la di- 
rd 
stanza di uno dei piani dal centro della sfera, e? — det ——_ = 0). 
m? + rd 


71. Data la differenza delle distanze di due piani seganti una sfera dall 
centro, trovare le distanze dei piani stessi dal centro, sapendo che la dif- 1 
ferenza delle superficie laterali coniche circoscritte alla sfera ed aventi le. 

33 

basi nei cerchi di sezione = 72°. (R. €e2 + de — TAL a 
mì —rd $ 

Il problema diventa di 3° grado se si domanda la somma delle superficie È 
coniche dando la differenza della distanza, o viceversa). ‘cl 

72. Calcolare i cateti e l’ipotenusa di un triangolo rettangolo conoscendo | 
l'altezza A dell’ipotenusa, ed il raggio r del cerchio inseritto. ì 


(R. Indicando con @ , y i cateti e con 2 l’ipotenusa si ha: 
+=, ay=hr,re+y+9)=h2.) 


73. e 73,;s. In un triangolo di cui è data la base « e 1° altezza relativa A si 
vuole inscrivere un rettangolo con un lato sulla base del triangolo e tale che 
la sua diagonale sia n (oppure tale che la differenza dei quadrati dei lati | 
sia h?). G 

(Indicando con x l’altezza del rettangolo sì ha: 


(a+ h°)x®? — 2a?he+h?(a°—n2)=0 , 
oppure (2-12) 22—2a2h0+-h2(a?—k®)=0 . 


74. e 74,,;. Determinare le lunghezze @ , y , € degli spigoli di un paralle-. 
lepipedo rettangolo sapendo che essi sono in progressione geometrica (0 arit= 
metica) che la superficie totale è 25? e la diagonale è d. f 


PL RLI LA Eta SZ 

R. Di Ho Va 4a. 

| x:= 7? (oppure a +2 = 27) si 

75. Sull’asse di un tronco di cono retto a basi parallele, di cui sono #, 9, 16 
raggi di base, A l'altezza, trovare un punto tale che i conì aventi il ver- 
tice in esso, e per ina le basi del tronco abbiano superficie laterali equi. 
valenti. (R, Se x è la distanza del punto dalla base di raggio r' si ha: 
(72 — r'2)a2 — 2r°ha + tà — r'44r2h2) =0. Se 2 è la distanza dalla base 
inferiore (2? — r°2)x? + 2r'2ha + (ri — r°4 — 242) = 0). 


76. Inscrivere in una sfera di raggio r un tronco di cono retto di altezza | 





Il 


1 | 
e di volume equivalente a 3 a?h. (R. Indicando con x , y i raggi di base 

LI È 
e : l’apotema, se ABCD è la sezione meridiana del tronco si ha: 


Pro 


a 4ay-|-g=al, (cy = N, (0 + y)= AC R, 40220 


e quindi 24 — 4A(a2 + 59):2 + 12,242 =0) . gb: 





Cap. IX. — Eserc. 
77. Dato un semicerchio di diametro AB= 2r e di centro O condurre una 
corda CD parallela ad AB in modo che ruotando la figura intorno al raggio 
perpendicolare ad AB il volume del segmento sferico a due basi risultante 
stia al tronco di cono in esso inscritto nel rapporto m. (R. Indicando con x 
la metà della corda CD, si ha: (1 m)e2 — mrr + (2— m)r?= 0). 
78. Determinare i lati di un triangolo rettangolo conoscendone l’area ed il 


raggio del cerchio inscritto. (Licenza Istituto 1882). (R. Indicando con ® sy 
. . . . s? G 
1 cateti e 2 l’ipotenusa si ha: ay=28°,r+y+c= — ,e2+y?=2) 

r 


79. Trovare le lunghezze dei lati di un triangolo rettangolo sapendo il pe- 
rimetro 2p e l'altezza relativa all’ipotenusa A. (Licenza Istituto, 1887). 
(R. Indicando con @, y i cateti, < l’ipotenusa, si ha: c4-y4+-2=2p , ey=h2, 


a° {+ y = 2?. Minimo perimetro quando È = V2 + 1. Massima altezza 


h —_ 
— =YV2—-1) 
Vi dali 


80. Per un punto M dato nell’interno di un angolo retto YOX distante p 
e g dai suoi lati OY, OX condurre una traversale PMQ tale che la somma 
dei quadrati dei segmenti PM , MQ sia equivalente ad a?. (Lic. Istituto, 1887). 

(R. Indicando con @ il segmento OP—p , si ha: 254+(p?-+g?—a2)r2+p?y2=0). 

81. In un circolo di raggio r è inscritto un triangolo ACB , rettangolo in 
C, e l’ipotenusa AB è proiettata in A'B' sulla tangente in C. Trovare i 
valori dei cateti CA , CB, in modo che il volume del tronco di cono gene- 
rato dalla rotazione del trapezio AA'B'B intorno ad A'B' abbia un dato rap. 
porto m col volume della sfera di diametro A'B'. (Licenza Istituto, Lu- 

16,3 


14+2m dii 


glio 1909). (R. Posto AC=x, CB =y,ax'— 4r2a? + 0). 


82. I punti ABCD sono successivamente vertici di un quadrate di lato a. 
Trovare a qual distanza da A sulla retta indefinita AB si trova un punto 


Cp 
P in modo che sia me =m, dove m è un numero dato. Mostrare che i 


V5+1 V5—1 
SV MR ro 





valori massimo e minimo di m sono rispettivamente 


ed indicare in tal caso la posizione del punto P. (Licenza Istituto , Lu- 
glio 1909) (R. Indicando AP con «, si ha: (1—-m?)e?—2ag+-a?(2—m)}=0). 

83. I punti ABUD sono vertici consecutivi di un rettangolo, di cui si co- 
nosce il perimetro 2p. Prolungando BA in E, in modo che AE sia eguale 
ad AB si unisca E con C, e si faccia rotare di un giro la figura intorno 
ad AB. Conoscendo il rapporto m tra la superficie totale del cilindro gene- 
rato da ABCD e quella del cono generato dal triangolo BEC , si calcolino i 
valori di AB e BC e si discutano i risultati. (Licenza Istituto, Ottobre 1909). 

(R. Indicando AB con a, si ha m?a? — mpe + pi(m— 1)=0). 

84. I punti ABCD sono vertici consecutivi di un quadrato di lato a, e 
P è un punto del lato AB. 

Rotando il quadrato di un giro intorno al lato AB , i triangoli APD , BPC 
generano due coni. Quale pusizione dovrà avere il punto P, in'modo che 











la somma delle superficie laterali dei due coni sia equivalente alla super- 

ficie di un cerchio di raggio r? (Licenza Istitute 1909). 

6041 — 73 — af 
4a?(r4 — a') 
85. In un triangolo rettangolo l’ipotenusa ed i due cateti sono in pro- 

gressione geometrica. Calcolare e costruire geometricamente il coseno del- 

l'angolo che l’ipotenusa forma col cateto più piccolo. 
Trovare poi la lunghezza dei lati sapendo la somma di due qualunque di 
essi. (Licenza Istituto, Luglio 1910). Si aggiunga la costruzione geometrica 


(R. Posto AP=« , a —aat —0; Si ponga ancheOP=x). 


dei triangolo. (R. Indicando con ® , y , zi lati, nell’ipotesi che sia 
V5—1\ 
r+z=a,2+az—a?=0). csf ai 


86. Dato il diametro 2r di una circonferenza, trovare a qual distanza dal 
centro bisognerà condurre la corda perpendicolare ad esso acciocehé la dif- 
ferenza delle aree dei triangoli che' hanno per base la corda e per vertioi 
gli estremi del diametro sia eguale ad mr? , dove m è un numero. 





Mostrare che per m = la corda sottende al centro un angolo di 60° 


o 120°. (Licenza Istituto, Luglio 1910). (R. 40' — 4r2a? + m?r2 = 0). 

87. Due corde AB, AC uscenti da un punto A di una circonferenza di 
raggio r, fanno fra loro un angolo p ed hanno la somma eguale ad un seg- 
mento dato a. Trovare la lunghezza delle corde e discutere la soluzione. 
Applicazione ad uno qualunque dei casi nei quali 9 = 30°, 9 = 60° iP =ZONI 
(Licenza Istituto, Ottobre 1910). Si aggiunga la costruzione delle corde. 

(R. Prendendo per incognita l’ angolo w della bisettrice dell’angolo delle 
corde col diametro che passa pel punto comune alle corde, si ha 








a. 
COS = — 
dr 608 SS 
2 
pei ?/ 9 dda ap 
B= —— — tg--\ 16r2? cost — — a , AC=—+— tg _- V 16r2 cos? —a?). 
A i UR IR QORSOFE 083% ear a 8 9 r? COS a). 


Vi è una costruzione geometrica semplicissima. 

Prendendo una corda eguale ad x e trovando il valorg della corda BC 
che sottende l’angolo BAC in 2r sen @ si ha pure facilmente AB ed AC). 

88. Calcolare le misure in 3 lati di un triangolo rettangolo conoscendosi 
la sua area a? e quella 7s2 della superficie totale del solido generato dalla 
rotazione del triangolo intorno all’ ipotenusa. 

Discutere i risultati (Licenza Istituto, Ott. 1910). (R. Indicando con 
x,y i lati e con 2 l’ipotenusa sì ha 


x s? 8a' — s' 4a8 0 
Y Ta ra giunto e ). 
V si — dat } Vs — du! 
89. In un circolo sono condotte due corde tra loro perpendicolari che si 
tagliano internamente ad esso. Calcolare la lunghezza delle medesime, co- 
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Cap. IX. —- EsERc. 
noscendosi Ja loro somma 24 , la misura del raggio del circolo » e l’area 


. . . . * . . 
k? del rettangolo contenuto dalle due parti in cui ciascuna corda è divisa 
dall'altra. Discussione dei risultati. 





x 8(r3 1 63) — g? 
(R. Indicando con x, y le corde si ha | = a V804 0) — ai ) 
i y | 2 
90. Un tetraedro regolare è segato da un piano parallelo ad una delle 
facce in un triangolo che si assume per base di un prisma retto inscritto 
nel tetraedro. A quale distanza dal vertice opposto a quella faccia bisogna 
conduite il piano secante, in modo che l’ area laterale del prisma sia eguale 
a quella di un quadrato dato? (Licenza Istituto, Luglio 1911). 


20 
(R. Posto Z=lato, 1 = altezza del tetraedro, hf = / VE , c=distanza 


della sezione dal vertice, a? = quadrato dato, 3le? — 3hlx + ha? = 0). 
91. Calcolare il seno dell’angolo C che un cateto di un triangolo rettan- 


golo forma con l’ipotenusa, conoscendosi il rapporto % di questo cateto con 
la proiezione dell’altro sull’ipotenusa. 


1 
Cousiderando poi i casi particolari in cui sia % = 1,k= — si dia JV’ in- 


terpetrazione geometrica dei valori che acquista allora il seno medesimo. 
(Licenza Istituto, Ottobre 1911). (R. kcos?C + cos C— les)? 

92. Data una sfera tagliarla con un piano in guisa che il cerchio sezione 
sia equivalente alla differenza fra la superticie di una delle calotte risul- 
tanti e la superticie laterale del cono avente la stessa base e la ste 
tezza di quella calotta. 

Mostrare poi che l'angolo a formato dall’ apotema del detto cono col piano 
secante soddisfa all’equazione tanga = 1 + tg?@. (Licenza Istituto, Otto- 
bre 1911). (R. Posto @ = altezza del cono, 0 + 2ra — 4° — 0). 


ssa al- 




















APPENDICE 


BREVI CENNI SULLE SEZIONI CONICHE 
CONSIDERATE COME SEZIONI DI UN CONO CIRCOLARE RETTO 


trp P 


VO 


Definizioni. 


I. Se una superficie conica di rotazione, considerata com- 
pletata dalla falda ad essa opposta al vertice, si seziona 
‘con un piano, che non passi pel suo vertice, si ottengono 
delle curve che diconsi sezioni coniche '), e più semplice- 
mente contîche. i 

Di queste curve noi vogliamo qui assegnare le più essen- 
ziali proprietà, che possano permettere: di costruirle indipen- 
dentementé dal modo con cuì esse si sono ottenute dal cono, 
to risolvere i più essenziali problemi grafici che le riguardano. 


Dom 


TELRSAERI Pri! 
Pe a vi 
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TESTE Du 


da 


PA 


2. Osserviamo innanzi tutto che queste curve si possono 
_ ridurre a tre tipi soltanto. 

Quando il piano segante non è parallelo ad alcuna delle 
| generatrici, esso incontra tutte le generatrici della super- 
> ficie conica in una sola delle due falde e si ha una curva 
| chiusa, che prende nome di E/isse; essa riducesi ad una 
| RE se il piano segante è perpendicolare all’asse 
«di rotazione della superficie. 

« Quando il piano seganta è condotto parallelamente ad 
SE soltanto delle generateici della superficie, cioè paral- 
_lelamente ad un piano tangente della superficie, esso in- 
contra tutte le altre SRI pure in una sola delle falde 


; VETRIRZENE Li 







i di questo teorema si vegga: Amodeo, Lezioni di Gebinat ia proiettiva, p. 300, 
1% ® ed., 2* ristampa con appendice, Pierro, 1920. 


| F. Amonro — Sezioni coniche “ 






Quando il piano segante si conduce parallelamente a fo fs 
generatrici distinte della superficie, esso incontra entrambe — 
le falde della superficie, e si ha una curva aperta formata 
di due rami, che dicesi Iperbole. 


3. Sia V il vertice della superficie conica di rotazione e, 
XX',YY' due generatrici opposte (cioè contenute in un piano. | d 
che passi per l’asse di rotazio- 

ne). Conduciamo il piano se- 
gante a, perpendicolarmente al 
piano XVY, per una retta A,A, | 
di esso che congiunga due punti — 
di queste generatrici situati nel- 

la stessa falda; il piano a se- 
gherà tutte le generatrici della 
superficie in questa falda e Si — 
avrà (fig. 1.*)la curva A MA sÀ, 

detta E4lisse. 

I punti A, e A, diconsi ver- 
tice dell’Eisse, la retta A,A, 
dicesi asse focale dell’ellisse, il — 
punto medio O di A,A, dicesi — 
centro dell’ellisse. Il segmen- 
to A,A, dicesi lunghezza del- 
l’asse focale, e lo indicheremo | 
costantemente con 2a; ce 
VAi=0GA 7230 =G 

I punti del piano della coni- 
ca interni al cono si dicono an-. — 
che interni all’ellisse. 








L'Igt ts 


4. Nell’interno dell’ angolo XVY si descrivano le circonfe- -@ 
renze tangenti ai lati del triangolo VA,A,, e siano F,,F, i 
punti di contatto di queste circonferenze con A,A, € G,H,G',H' 
ì punti di contatto di esse con le rette XV, YV. ni 

I punti Py, F, si dicono fuochi dell’Etlisse. 

Se immaginiamo che le circonferenze suddette rotino ine 
torno all'asse della superficie conica, esse descriveranno due | 
sfere inscritte nella superficie conica, che la toccheranno 






lungo le due circonferenze GG’, 74", i cui piani B,8' sono 
| perpendicolari all’asse di rotazione e quindi perpendicolari 
anche al piano XVY. 

I piani B,B' segheranno il piano a in due rette D,£,,D,E, 
perpendicolari al piano XVY, e quindi alla retta A,4,. 
Le rette-D,F,,D,F, diconsi direttrici della Eisse, i punti 
D,,D, in cui esse incontrano l’asse 4,4, dell’Ellisse si di- 
cono piedi delle direttrici. 

Allorquando l’Ellisse riducesi ad una circonferenza (e 
perché ciò avvenga occorre che il triangolo A, VA, sia iso- 
scele) i fuochi coincidono col centro della circonferenza e le 
i | direttrici non esistono, e si suol dire che si confondono in una 
sola nella retta all’infinito del piano. Ma è bene avvertire che 
questa frase si può usa- 
re solo quando, in un 
corso diGeometria pro- Y 
ietliva, si sia ben fatto 
capire per qual motivo 
sì introducono i punti 
all'infinito e la retta 
all’infinito del piano. 

Qui invece non ter- 
“remo conto della cir- 
conferenzaquando deb- 
«basi parlare delle di- 
rettrici delle coniche. 


- 


feren 


5. Essendo sempre 
XX', YY' due genera- 
trici opposte della su- 
perficie conica, condu- 
_ciamo il piano segante 
& perpendicolarmente 
alloro piano perla ret- 
ta A,A, che congiunga VELESE 
due punti di queste di- 0 > er 
rettrici situati ciascuno in ùuna falda. .Il piano « segherà 
tutte le generatrici della superficie conica eccetto due ed 
«avremo per sezione la curva detta Iperbole (fig.2.*). I punti 














A, @ A, diconsi vertici della iperbole, la retta A,A, dicesi 
asse focale 0 asse trasverso dell’iperbole, il punto medio O 
di A,A, dicesi centro dell’iperbole. .Il segmento A,A, dicesi 
lunghezza dell’asse trasverso della iperbole; qui lo indi- 
cheremo costantemente con 2a, sicché 0A, =—0A7==2 

I punti del piano della conica interni al cono, si dicono | 
anche interni all’iperbole. 


6. Negli angoli XVY,X'VY' si descrivano le circonfe- 
renze tangenti ai lati del triangolo A,VA,, e siano Lea 
i punti di contatto di queste circonidrenze con A,A,, € 
G,A,G',H' ij punti di contatto di esse con le rette XX YY. 

I punti /,,/", si dicono /wochi dell’iperbole. 
Facendo rotare le suddette circonferenze intorno all’asse 
della superficie conica, esse descriveranno due sfere in- 
scritte nella superficie conica, che la toccheranno lungo le 
circonferenze GG", 7H', i cui piani B,B' segheranno il pia- 

no « nelle due rette D ED, E,, perpendicolari ad A,A,. 
Le rette D,E,, D.E, diconsi direttrici dell’ iperbole; i Rio, 
D,,D, si difono pure piedi delle direttrici. 


Cosi 


e 


7. Conduciamo infine il piano segante « perpendicolar- 
mente al piano XVY 
per una retta AB con- 
dotta per un punto A 
di XX' parallelamente. 
all’altra generatrice ad. 
essa opposta; esso se- 
gherà tutte le genera- 
trici della superficie, 
eccetto YY', ed avre- 
mo per sezione la cur- 
va detta Parabola (fi-- 
gura 3.°). 

Il punto A dicesi ver- 
tice della parabola; la 
\ retta AB dicesi asse 

/ \ 4 della parabola; qui non — 
ca è il caso di considerare 
Fig. 3. la lunghezza dell’asse. 
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I punti del piano della conica interni al cono, si dicono 
anche énferni alla parabola. - 


8. Si descriva nell’interno dell’angolo XVY la circonfe- 
renza tangente alla retta 48, e sia / il suo punto di con- 
tatto con AB, e G,G' i punti di contatto con le genera- 
trici VX,VY. Il punto Y dicesi fuoco della Parabola. 

._ Facendo rotare la circonferenza suddetta intorno all’asse 
della superficie conica essa descriverà una sfera, che tocca 





la superficie conica lungo la circonferenza GG, il cui piano . 


B sega il piano « in una retta DE perpendicolare ad AB. 
La retta DE dicesi direttrice della parabola; il punto D 
è il piede della direttrice. “ 


9. Ogni segmento che congiunge un punto dell’ellisse o 
dell’iperbole con uno dei suoi fuochi, o un punto della pa- 
rabola col fuoco, dicesi raggio focale della curva. 


Proprietà delle sezioni coniche. 


IO. Teor. |.° / fuochi dell’ettisse e dell’ iperbole equidistano 
dal centro. 
- Infatti, dalla fig. 1.* si deduee che 


GH=GA,+A,H=A,F,+A,F,=2A,F, PRES, 
GEARTAP=24,F, KE, i 

I e poiché GH=G'H', risulta pure 

sus 

e quindi i OF;-=Of 


S2 «Dalla fig. 2.*, si deduce che 


GH'=A,H'—A,G=A,F,-A,F=F,F,--2A4,F,, 
HG=A,G:—A,H=A,F,—A,F,=F,F,--24,F,, 


4 


| e poiché GH'=HG", si deduce che” 
AF,=A,F,, 





<A,A, della sezione conica. Inoltre D,N è eguale alla distanza 





Il. Teor. 2.° /n ogni sezione conica. fatta eccezione per 
la circonferenza, il rapporto delle distanze di un punto 
qualunque della curva da un fuoco e dalla corrispondente’ 
direttrice è costante. LA 

a) Consideriamo dapprima il caso dell’ellisse e dell’iper- | 
bole(fig.1.%e 2.8). Scegliamo un punto qualunque M della cur- | 
va e da esso conduciamo il piano perpendicolare all’asse della 


superficie conica. Esso sezionerà la superficie conica secondo — 


una circonferenza CMC' e taglierà il piano della sezione co- 
nica secondo la retta MN, la quale evidentemente risulta 
perpendicolare al piano XV Y e quindi perpendicolare all’asse 


del punto M dalla direttrice D,£,. Per dimostrare quindi il 





teorema. proposto occorre far vedere che il rapporto AO 
4 


e costante al variare del punto M. € 
Infatti, se s’indica con A l’intersezione della generatrice. 


MV della superficie conica col cerchio di contatto di essa ; 


con la sfera GG”, sarà MF,= MK, perché esse sono tan- 


genti condotte dal Mn punto M alla stessa sfera; ed | 
inoltre giacché VM è uguale a VC come apotemi dello | 
stesso cono circolare retto, e VK= VG per la medesima. 
ragione, è pure MK=CG e quindi ancora MF,=CG. 


Laonde: DR DA EC 
Ora le due rette NC e D,G, essendo parallele, determi- 

neranno sulle rette A N e A,G segmenti proporzionali 

perciò 3 i 

cG LET: 

DIN AD," 





dti 


ma A,G=A,F,, perché tangenti condotte da uno stesso 
punto alla stessa sfera. perciò la precedente proporzione ali 
può scriversi: 
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Cioè il rapporto delle distanze del punto variabile M dal 
fuoco #, e dalla corrispondente direttrice è costantemente 
uguale al rapporto delle distanze del punto fisso A, dal 
medesimo fuoco e dalla medesima direttrice. 

Questo rapporto è pure eguale al rapporto da quindi 


A,D, 
dalle figure 1.* e 2.* risulta che il suddetto rapporto co- 


staùte è <1 nell’ellisse ed è >1 nell’iperbole. 

Poiché Vosgi RENI sì conchiude che # rappor- 
DRIEND, ND, 
lo della distanza di M da un fuoco e dalla corrispondente 
direttrice è lo stesso per entrambi i fuochi. 

b) Consideriamo ora il caso della parabola. In essa (fi- 

gura 3.8) MP-MK=C'G' e perciò si ha pure, come per le 
precedenti curve, 


ME 06 
DN DN ’ 


ma C'G'=DN, perché segmenti paralleli compresi fra rette 
parallele; dunque il rapporto suddetto è costantemente 
eguale all’unità. Dunque: nella parabola ogni punto dista 
egualmente dal fuoco e dalla direttrice. Il vertice A della 
parabola è punto medio del segmento FD. 


12. EccENTRICITÀ. Il rapporto costante delle distanze di 
ogni punto della conica da ogni fuoco e dalla corrispondente 


» direttrice si dice eccentricità della conica, e si indica con 
la lettera K. 


Sicché l’eccentricità delle coniche è <1 nell’eZlisse, >1 
nell’iperdole, =1 nella parabola. 

Vedremo più innanzi (n.° 18) che la circonferenza si può 
considerare come una ellisse di, eccentricità = 0. 


13. Teor. 3.° Una conica è incontrata da una retta del 
suo piano în non più di due punti. 
























Se questa proprietà la vogliamo ricavare dal cono dire 
tamente, basterà osservare che la retta del piano della co 
nica ed il vertice del cono determinano un piano che non 
può segare la superficie conica in più di due generatrici, 
e quindi due punti al più la retta può avere comuni con 
la conica. Se invece vogliamo ricavarla direttamente dalla | 
conica, diremo: | Ran 
© Difatti, supponiamo che una retta, che congiunga” due 
punti della curva M, M, possa incontrare. la curva in a 
terzo punto M”. | E 

Indicando con :F, un fuoco (0 il fuoco), con d la direttrice 
corrispondente, e con (M,d) la distanza di M da d si do- 
vrebbe avere, per l’ipotesi fatta, È 


ME, MF, M'F, 
(Ma) @',d). (M";d)" 








Ma, se S è il punto d’intersezione di MM' con d, 
avrebbe pure tai 
(M,d) (M',4) (4 Da) > 
MS MISS STMESTE i 
dunque si avrebbe 

MEM RAME, 
MS MS: M'$ 











Per i primi due rapporti eguali la retta 7,5 dovrebbe es-.| 
sere bisettrice dell'angolo MF, M', e per ì due ultimi rap-. 
porti dovrebbe essere bisettrice dell'angolo. M'F,M”, dun-. 
que due angoli con un lato solo comune avrebbero la stessa. 
bisettrice, il che è assurdo. Perciò è pure assurdo che. la. 
retta M.M' incontri ulteriormente la conica. 3 a 

Se risultasse MM' parallela alla direttrice, si dovreble] 
avere MF,= M'F,=M°F,,il che è assurdo. 

Per COSA gato le coniche si dicono curve di 2: or- 
dine, perché in generale una curva algebrica piana si dice | 
di n”° ordine quando essa è incontrata da ogni retta del 
piano in un numero di punti non maggiore di n; e le co- 
niche, come si vodrà nei n. 16 e 37 sono curve rappresen: 
gabili con equazioni algebriche, 

























SE 14. Teor. 5.° Le sezioni coniche sono SALDI rispetto 

fs all'asse focale. 
È Invero, se si immagina prolungata la perpendicolare MN 

p° condotta dal punto M della curva all'asse focale fino ad in- 
«| contrare di nuovo la conica in 
M' si ha in virtù del teorema 
psnel. n. Il 

ME, M'F, 

DN DN 








e Ne:perciòo MF=M'F;e quindi, a 
| causa dell’eguaglianza dei tri- 
| angoli rettangoli MF,N,M'F,N Varini 
È risulta MN=M'N, il che die RI 
È mostravil teorema. 
; 15. Teor. 4.° Ogni punto del piano di una parabola e che 
non appartiene alla parabola, non dista egualmente dal 
fuoco e dalla direttrice della parabola. 

Sia / il fuoco della parabola, £D la sua direttrice (fe. 4.) 
e QMM' una retta perpendicolare all'asse FD della para- 
. bola, nel punto A, che incontri la parabola in M ed M.. 
- Se ME è la perpendicolare abbassata da M sulla direttri- 
ce, deve essere pel teor. 2.° 
Mi=ME = RD: 

Se P è un punto della 
retta QR compreso fra M 
ed M', ed N è la sua proie- 
zione sulla direttrice, si ha: 


Boe ln RR VETRRREE RERTINRERTI 


PEEPM=PN=KD; 
quindi PF<PN. 





Se invece Q è un punto 
È della retta QA esterno al 
SA avinénto MRM' ed L è la sua proiezione sulla direttrice 
Slst-ha: “i 


QF>MF , QL=ME, 


e”. 


Fig. 5. 












Tutti i punti del piano che distano dal fuoco meno di 2 
quanto distano dalla direttrice sono interni alla parabola; 
quelli che distano dal fuoco più di quanto distano dalla di- 
rettrice sono esterni alla parabola. } 


Da questo teorema e dal teorema del n. Il, 0, si conchiu- cd 
de il seguente Ta 
Scolio: Dali in'un piano un punto ed una retta, il luogo 
geometrico dei punti del piano, che sono equidistanti dal 7 
punto e dalla retta; è una parabola, che ha il punto dato “aq 
per fuoco e la retta data per direttrice. 
16. EQUAZIONE DELLA PARABOLA. Si prendano come assi di 
coordinate la retta FD e la tangente al vertice A e si 
ponga FD=p (veggasi fig. 16°). 
Dal triangolo MF si ha: 


MP*= HF° + HM? 
e poiché 
% 


MP-ME=w+®, HF=%-5 ed HM=y 


risulta 


2 


(+8)(e-t]r 


i y==90%r: 





Il coefficiente 2p si dice parametro della parabola; ed è di 
eguale all'’ordinata corrispondente al fuoco, x) 


1 ci 


- 17. ProBLEMI. Si possono applicare i tevremi dei n.i Il e SE 
ai seguenti problemi: 


Probl. 1.° Dati un fuoco F,, la corrispondente direttrice da (0 
ed un punto P di una ellisse 0 iperbole, costruirne i ver- 
tici dell'asse focale e îl secondo fuoco. " ù; 

La perpendicolare 7,D condotta da F, alla direttrice, DE 


41 










RE RL 


da la direzione dell’asse focale. Si congiunga P con PE Sì 
abbassi PQ perpendicolare a d, e si 
| tixi QF,, le bisettrici dell’ angolo P 





dividono QF, internamente ed esterna- Za 
| mente nel rapporto di PF, a PQ, me- Be 
” - è = dl A Si, FIAS 
diante i punti PR, A. Abbassando le fe Fa FESTA 
e TN 


. perpendicolari da R e da Al ad FDsi 
“avranno i vertici A, e A, della conica. 
- Per l’ipotesi fatta sulla natura della Fig. 6.5 

curva non deve essere PF,=PQ. 

Se fosse PY,=PQ, si avrebbe con la stessa costruzione 
il solo vertice A, della conica, che risulterebbe essere in 
tal caso una parabola. i 

Probl. 2.° Costruire per punti e per moto continuo una 
parabola, di cui si conosca il fuoco e la direttrice. 

Sulla direttrice si faccia scorrere il cateto GA di una 
squadra GHK al cui estremo K è legato un filo, non ela- 
stico, che abbia l’altro estremo legato nel fuoco e sia lungo 
quanto il cateto GA (fig. 5.3). Un lapis che tenga con la 
punta in S sempre teso il filo descriverà la parabola, per- 
‘chè risulta sempre SY = SG. 

Probl. 3.° Trovare i punti d'incontro di una retta con 
una parabola dita dal fuoco F e dalla direttrice d. 

Sia » la retta e supponiamo che siano M, M' i punti in 
cui essa incontra la parabola. Essen- 
do MF eguale alla distanza (Md), 
se descriviamo la circonferenza di cen- 
tro M e raggio MF essa sarà tan- 
sente alla retta d, e passerà per ip 
ed analogamente la circonferenza di 
centro M' e raggio M'F sarà tangente 
alla retta d, passerà per /, e segherù 
la prima circonferenza in un altro pun- 
to F' simmetrico di F rispetto ila 
Pig. 74 retta data Prize | | 
da i Perciò, i centri M, M' delle circun- 
È | ferenze tangenti alla direttrice d, che passano pel fuoco È 
| pel punto F° simmetrico del fuoco rispetto ad 7, sono 
| punti richiesti. 
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I - COSE 

La costruzione dei punti M, M° è quindi ricondotta ad 
un problema noto di Geometria elementare, e perciò bast 
trovare il punto d’incontro 0 della direttrice con la re 
FF trovare la media proporzionale fra OF ed OP e por: 
tarla sulla direttrice a destra e sinistra di O. Elevando 
dai suoi estremi le perpendicolari alla direttrice, queste. 
determineranno sulla retta data i punti MM. sla 





18. Teor. 6.° Nez'ettisse e nell iperbole il rapporto co- 
stante delle distanze di un punto qualunque della conica. 
da un fuoco e dalla corrispondente direttrice é eguale al 
rapporto delle distanze del centro della conica da un fuoco 


i F 
e da un vertice, cioè = gli (fig. 8. e 9.2). 
OA, 


Infatti poichè Tr = 70: , i punti A,e A, separano | 


armonicamente ‘) i punti D, ed F,; e perciò essendo O:-1E4 





1) GruUPPO ARMONICO. Si tenga presente che: quattro punti ABCD di © 
una retta, considerati in quest'ordine, si dicono armonici a 
porto delle distanze dei primi due punti dal ter 
rio al rapporto delle distanz 
ha la proporzione 


UNorquando il rap- 
co è eguale © di segno contra» 
e degli stessi punti dal quarto, cioè quando si | 


40: 0B== AD: BD... 


Si dice in tal caso che il gruppo ABCD è armonico. CARINA 
" Se i punti ABCD sono armonici, sono armonici pure i punti ABDC,.î 
CDAB, CDBA. ; «SACE 
Infatti, scambiando i rapporti, 


o permutando i medii, 0 permutando gli | 
estremi della proporz 


ione precedente si hanno le proporzioni riguardant & 
questi altri gruppi. E no 

I punti A e B, ed i punti Cl e D si dicono fra loro coniugati, e si dic > 
pure che la coppia AB è separata armonicamente dalla coppia OD. | 

Le bisettrici dell’angolo O di un triangolo 0AB determinano sul lato AB 
due punti CD che insieme ad 48 formano un gruppo armonico ABOD. 

Per costruire quattro punti armonici quando è dato il rapporto delle di 


m ae 
stanze = — , in valore assoluto, si conducono per A e 8 due rette paral. 
> n O 


le; sulla prima si prende un segmento AM=%wm, sull’ altra si prendono 3 
due segmenti BN, BN' eguali ad » ed opposti fra loro, si congiuuge M 


con N ed M con N' i punti in cui le rette MN,MN' segano AB, saranno 
i punti 0 e D. 7 Da 
Dall 


le 


4 


3 ee 
a definizione del gruppo armonico si deduce immediatamente la 8e- 





043 — OP. ‘OD, : 


cioè si ha la proporzione: daecsrark- 
(1 AZ | 
00, 0A," CIRROSI pa 
ricordando che in ogni 


poro la differenza de- — Pig. 8.4 e 9 
gli i antecedenti sta alla dif- 


renza. dei conseguenti come un antecedente sta al pro- 
io , conseguente, avremo: 


| QA,= 0P,_0F, oppure OF, 0A,_0F, 
Di 04: 04; PRESDAnLNON: 04° 


ma i primi rapporti, a prescindere dal segno, si riducono ad 










7 so e rappresentano l’eccentricità, dunque 
bt nt 
> -ox 


nte sua proprietà: 

O è il punto medio di AB, 0B?= 0C-OD. 

Ciò si può brevemente a così: Siano ABCD i punti armonici e 
0 il punto medio di 48; dalla proporzione AC:CB=AD:BD risulta 
le, se è AO>OB è pure ADDBD, 
e perciò i punti C e D si trovano dalla 
tessa + parle di O, e si ha che - O 


S AC=A40+00=0B+00 ; AD=A40+0D=0B+0D , 
pr 0B=0B— 00.; BD=0D=0B, 





3 2054 :200=20D:20B e quindi anche 00:0B=0B:0D . 








Bia 


ed analogamente MF,= CH, risulta perl’ Snia 


























Da ciò si deduce che la cone sì può > consid di 
come una conica che abbia l’eccentricità eguale a zero. 3 
19. Scolii. 1.° Dall’essere il centro della conica puniti m 


dio di F,F,, ne risulta DA =D e quindi si conferma e $ 
il rapporto costante delle distanze dei punti dell’ ellisse 6 
dell’'iperbole da un fuoco e dalla sua direttrice, è uguale 
a quetlo delle sue distanze dall’altro fuoco e dalla relativa. 
direttrice. Lo 

2.° Le due direttrici dell'ellisse e dell’ iperbole dista i 
egualmente dai vertici della conica, e quindi dal centro ; 
della conica. ce 


e AGFA, i 

Infatti, essendo SD AD ed inoltre A ui A Py Sul 
sì ha pure ey n OD;=0D, 

3.°. Dalla proporzione DD d4 si ricava pure che. 


la eccentricità dell’ ellisse e dell’'iperbole può rappresen 
tarsi mediante il rapporto del semiasse focale alta distanza: 
della direttrice dal centro della conica, e quindi anche 1 


TE, ;. 
DD, «So 

4° Per costruire la direttrice corrispondente al fuoco 
F, di un’ellisse o iperbole di cui si conosca pure | asse 
iodale: basta trovare il punto D, coniugato armonico di Fi 


rispetto ad A, e A, ed elevare 1 esso la per'pandico el 
ad A,A,. 


3 ASÙ 


20. Teor. 7.° Net ellisse la somma e nell iperbole la dif- 
fer enza dei raggi focali di ogni punto della curva. è co- 
stante ed eguale all’ asse focale. ; 

Questo teorema si può dedurre direttamente dal « cono os- 
servando (fig. 1* e 2°) che dall’essere M7,= MK= CG, 


MF,+MF, TRE =a 
e per l’iperbole 


MF,- MF,=Gll'=A,A,.. 





F- Invece, volendo dedurre il teorema dalla conica soltanto 
@isifdira: Dal teor. 2.° a) si ha: ’ 1: 
È MELI 

DiN5NDj 


«e ricordando che in una proporzione la somma o la diffe- 
LTONZa degli antecedenti sta alla somma o alla differenza. 
. dei conseguenti come un FIRE sta al proprio con- 
i seguente, si ha: 





| Sa MF,+ MF, __MF, 

fi: * DNEND, DN 

1D Si osservi che nell’ellisse (fig. 10.8), essendo N interno a 
eDibo, I 

È DINEND;=D,D,, 





e nell’iperbole (fig. 11.*) invece 
DIN-DN=D,D, , 

e si abbia presente che (n.° 19, 3.9) 

il rapporto 

n; MIA A, 

PIT PNG 


Au = RR È n ca n 





[3 da ciò la precedente proporzione 
. diventa: 
È MF,EMP, A,A, 
È : TRDSG/TEDUD, 
donde 
È Mr MPB=-A,A=20. x Pig: 10.3 011,8 
È at teorema si può. anche conchiudere così: dalla propor- 





Ai 






O zione PS MASATE, 
È | DEluist DEN i 
i: ‘ MF, 4MF 


si ha che il rapporto RI è costante, ma è costante 
ni DI 1 | 

















il suo conseguente, quindi è anche | 


MEM 7= 608k5 
Se il punto M coincide con A;, si Has 


A,P,tA,F,=A,A, 


21, Teor. 8.° Se un punto del piano di un'ellisse 0 di una 
‘iperbole, non appartenente alla curva, si congiunge con Î 
due fuochi, st ha per l’ellisse PF,+PF,> 0 <A,A, e per 
l’iperbole PF,—PF,> 0 <A,A, (supposto PF,=PF,). S 

Considspimb il caso dell’ cuisgta x 
(fig. 12.8) e supponiamo prima che. 
il punto / sia esterno alla curva. 

Sia M il punto d’incontro del x 
‘segmento PF, con la curva é 
si congiunga M con F,. Già si 
sa Che * i ì 


È w E - 3 2 # 
 FMH+ MP, = 2a ee 





ma MF, <MP+PF,, dunque sostituendo si ha 
E P4AEPES O È 
Sia invece P, un punto interno alla curva; M, il punt 


; d’incontro del Drunvalo di F,P, oltre P, con la curva st 
s Già si sa che 


E,M, + MF,=2a 


cioè F,P,+ P,M, + M,F,=2a 


* 











= XVil — 
cia Dunque, per l’ellisse la somma delle distanze dei punti 
È esterni alla curva dai fuo- 
È chi è maggiore dell’ asse 
| focale, e quella dei punti 
pr è minore dell’ asse 


"Nel colo. dell’ iperbole, 
(fig, 18) supponiamo che dì 
un punto Pil segmento 
PF, P sia minore o eguale a 
PE, e che F,P incontri la N 
curva in M. Si congiunga Fig. 13.0 

M con F,, e si noti che 

Dei ole M si ha 



























a uf, > PE _ — PI, dina sostituendo si ha 
dd pye MF,= PF, - PF, <3 


Supponiamo” poi che di un punto 2 


i Interno alla carica 
il segmento maggiore P lf, incontri la curva in M, fra P, 


ced SIBC congiungiamo .M, con.F,. Già si sa che pel pun- . 
t Li 


MF; M,F;= 2a 


a (MF, > P:F,—- P.M, , dunque sostituendo si ha 


un MEDE p pig 


di Dunque per i punti esterni alla iperbole la differenza 
di Me. distanze dai fuochi risulta minore dell’asse focale, 6 


per i punti esterni alla iperbole detta differenza risulta 
mag ggiore dell’asse focale. 


è - 
si 0. 


Scolii. Dai teoremi 7,° e 8.° si deduce: 
D ‘îinun piano due punti F, ed F,, ed una luni 


28: nni bet tuogo geometrico dei punti tali che 
ama delle loro distanze da F, e da F, sia costante- 


DEO vv Sezioni coniche 


è lee! 

































mente uguale alla data lunghezza 2a è un'ellisse. i cui 
fuochi sono F, ed F, ed il cui asse focale ha la lun- © 
ghezza 2a. Ss 

2.° Dati in un piano due punti F, ea F,, ed una lun- 4 
ghezza 2a <F,F, él luogo Yeo metrico dei DUI tali che. 
la differenza delle loro distanze da F, ed F, sia costante- 
mente uguale atta data lunghezza 2a é un’ iperbole, i cui 


fuochi sono F, ed F, ed il cui asse focale ha ta tum È 
ghezza 2a. a 


23. Probl. 4.° e 5.° Descrivere per punti e per moto con- 
linuo una ellisse 0 una iperbole, di cui si conoscano i fuochi” 
e l’asse focale. Fei 

Con le proprietà enunciate negli scolii precedenti anche 
l’ellisse e |’ iperbole sì possono descrivere con moto con-_ i 
tinuo (come si è fatto per la parabola nel n.° 17, proble- G 
ma 2.0). 8 

Se un filo flessibile e inestensibile si lega con i capi in (3 
due punti /,,F, di un piano la cui distanza sia minore . 
della lunghezza del filo, e con una punta di lapis S si tende 
il filo, facendo scorrere il lapis lungo il filo, si descrive Sura 
piano l’ellisse, che ha per asse focale la lunghezza del filo. 

Se un filo flessibile ed inestensibile si lega con uno dei 
capi in un punto F, di due punti dati F,F,diun piano e 
con l’altro -capo alla estremità £ di una verga rigida, della 
quale la lunghezza superi quella del filo di un segmento. 
minore di F,F,, e l’altra estremità sia imperniata nell’ altro È 
punto F, del piano, facendo rotare la verga intorno ad F,, 
e LATO con una punta di lapis in $ il filo teso e con una 
parte aderente alla riga, il punto S descriverà nel piano 
una parte limitata di un ramo dell’iperbole. 


Imperniando la verga in F, e legando il filo în FP, sì avrà 
una parte limitata dell'altro ramo. 


24. Teor. 9.° Se per un punto M di un’ ellisse si condu- 3 
cono î due raggi focali MF,, MF,, indi se ne prolunga 
uno oltre M e si conduce la bisettrice dell angolo formato 


























ai — er _. 
è SE STATA prolungamento con l'altro raggio focale, questa 
| bisettrice ha con la curva solo il punto M în comune. 
. . Infatti tagliamo sul pro- 
. lungamento di F,M un 
| segmento MQ= MF, ed 
‘uniamo 7, con Q (fig. 14.2); 
E; F,Q risulterà perpendico- 
. lare alla bisettrice MT e 
| Sarà da questa divisa in due 
| parti eguali; ed 7,Q risul- 
| terà eguale all’asse focale Fig. 14° 
| 2a. Ciò posto scegliamo un 
. punto qualunque P della bisettrice MT, e uniamolo con 
__F,,F,,@ ed osserviamo che dal triangolo PF,Q siha: 


PF,+ PQ> F,Q, 








i Lo I PF,+ PF,> 2a. 


Da quale fatto si deduce che, eccetto il punto-M, ogni 
altro punto della bisettrice MT è esterno all’ellisse. 






la 25. Teor. 10.° ez iperbole ta bisettrice dell'angolo for- 
(a dai raggi focali di un punto della curva ha comune 
a colla curva solo quel punto. 
È Infatti, sul raggio focale maggiore MY, di un punto M 
STA | dell’iperbole (fig. 15.*) se- 
ghiamo a partire da M un 
segmento MQ=MF, e con- 
giungiamo -@ con #,; la 
bisettrice MT dell’ angolo 
F,MF, sarà perpendicolare 
a QF, nel suo punto medio 
N, e QF, sarà eguale al- 
l’asse focale 2a dell’ iper- 
si bole. Sia P un qualunque 
altro punto della bisettrice a RIE con f,;F,e Q, 


PF, PO < QF, cioè PP, 220, 


curve Segal hanno rese is siffatte curve nella 
loro applicazione alla pratica. 








Da ciò si dennde Cho eccetto il Dual M. ogni SA 0 
punto della retta MT è esterno alla curva. Li 
























26. Teor. Il.° Le bisettrice dell’angoto, che il raggio fo. 
cale di un punto della parabola fa con ta perpendicolare 
abbassata dal punto atta direttrice, ha comune colla ;DALBA 
bola solo quel punto. È 

Infatti, sia MZ la perpendicolare abbassata dal punto M a 

alla direttrice, M7'la bisettrice del- 
l’angolo EMF, e sia Pun punto di 
detta bisettrice (fig. 162); si congiun-. 
ga D con Fecon E, sarà PF=PE,. 
ma PE è maggiore della distanza 
PK del punto P dalla direttrice, 
dunque PF> PX e perciò il punto. : 
P è esterno alla parabola. La. retta 
MT ha dunque solo il punto M_ 
Fig. 16. sulla parabola e tutti gli altri DUB, i 
esterni ad essa. 





27. Tangente e normale. Ogni retta come MT, che ha con 
la curva soltanto un punto M comune, dicesi tangente alla. 
curva nel punto M, ed M si dice il suo punto di contatto. - 
«La perpendicolare ad M7 in M si dice normale alla curva. 
nel punto M, ed M si dice piede delta normale. 

Dai AE 9°,-10, 11° si deduce che: vÉ 

La tangente all’ellisse în. un suo punto è la pisettrice È 
dell'angolo esterno dei raggi focali, di quel punto. Pe: 

La tangente all’iperbole in un suo punto.è la biseltrice si 
dell’angoto dei raggi focali in quel punto. 0; 

La tangente alla parabola în un suo punto è la toi 
trice dell'angolo del raggio focale di quel punto con la 
perpendicolare abbassata dal punto alla direttrice. 

La tangente e ta normale di un punto dell’ ellisse 0 del "3 
l'iperbole sono le visettrici degli SIGOA dei Age focali che ® 
SE per quel RETI, 
















NE. AE È s È è 2 ICI Ce A i pe 
__—“e nel fuoco di una ellisse si pone una sorgente -lumi- 
| nosa o calorifica 0 sonora, i raggi luminosi calorifici 0 so- 
nori, arrestati dalla curva, sì ri 
- trarsi nell'altro fuoco; nel 
_0 calore v percezione di 


flettono e vanno a concen- 
quale quindi si ha maggior luce 
suono che non in qualunque altro 
punto del piano. Così si Spiegano i fenomeni delle sale di 
forma ellittica, ed il famoso orecchio di Dionisio. i 

— Se nel fuoco di una parabola si: pone una sorgente lu- 


Ri 
3 
v- 
* 
a” 
de 
8% 
"a > 
V| 


3 
À 


| minosa, i Paggi incidenti sulla Curva, si riflettono in una 
‘3 direzione unica parallela all’asse. Nella quale direzione la 
É luce, può essere percepita a grandissima distanza. Ciò si ap- 
È «Splica alla costruzione dei fari. tn 

«_ Viceverva i raggi. solari raccolti sulla curva parabolica 
= che.abbia l’asse nella direzione della luce, si concentre- 
ranno nel fuoco e potranno accendere 0 infiammare un qual. 
. siasi oggetto. Così si Spiega come si possa a distanza ae- 


- ceudere un oggetto per mezzo dei raggi solari, e quindi la 
| verosimiglianza dell’azione ché Archimede avrebbe spie- 


| gato sulle navi romane a Siracusa 


1a 









28. Teor.12° 77 luogo dei piedi delle perpendicolari abbas- 
| sale dai fuochi sulle tangenti delta ellisse 0 dell’iperbole è 
una circonferenza, che ha per diametro l’asse focale. 

. Infatti il punto N (fig. 14.% e 15.4) piede della perpendico- 
lare F,Q condotta dal fuoco F, alla tangente MT, è punto 
‘medio di F:0, quindi per il triangolo F,QF, il segmento 
ON è eguale alla metà di F,Q, cioè eguale ad a, e quindi 
l punto N si troverà sulla circonferenza di centro O è 
aggio a, 







dd 






conferenza si dice podaria 0 pedate dei fuochi. 
Scolio. Il punto @ è simmetrico di F, rispetto alla tan- 
ente MT; quindi: 

CR) luogo dei punti simmetrici di un fuoco rispetto a tutte 
te tongenti di una ellisse 0 di una iperbole è una circon- 
ferenza di raggio eguale all'asse focale 2a, che ha l’altro 
10co per centro. 









59, Teor, 13.° 77 luogo dei piedi delle perpendicolari ab- 
bassate dal fuoco F della parabola su tutte te tangenti è 
la tangente al vertice detta parabola. 


pia, 
























risulta perpendicolare alla tangente M7, e bisecato da e 
nel punto A. Sicchè pel triangolo FED, la retta RA, 
. congiunge il punto ÈR al vertice A della parabola, è pa- 
rallela ad ED e perciò perpendicolare all’asse. della p 
rabola. Ma la perpendicolare in A ad FD è appunto. la 
tangente al vertice della parabola, dunque il luogo. del 
punto A è la tangente al vertice della parabola. 
Scolio. Il punto # è simmetrico del fuoco Fr FISDA TA alla 
tangente M7'; quindi: i 
Il luogo dei punti simmetrici del fuoco delta parabola per 
rispetto a tutte le sue tangenti è la direttrice della parabota. 


AP 


dell'e asse On costruire l’ smi) per punti. 

Siano F,,F, i fuochi dati (fig. 17.*) e 2a la inogli ii 
dell’ asse Tacale (che deve essere > F,F, poichè l’eccentri- 
cità dell’ellisse è < 1); fatto centro in 0, punto medio di È 
F,F,,e raggio a si determinino sopra F,F,i punti Ax À Agi 
questi saranno i vertici dell’asse focale. Poi, preso un punto 
S sull’asse fra F, e F,, col centro F, e raggio il segmento 
A,S si descriva una circonferenza; centro F,e raggio il seg- | 
mento complementare A,S della data lunghezza 2a si de- 
scriva un’altra circonferenza: i punti d’incontro M, M' d 
queste due circonferenze apparterranno all’ ellisse. Se coi. 
medesimi centri, ma coi raggi scambiati, si descrivono altre. 2 
due circonferenze, si otterranno altri due punti -M”, M” 
«della medesima ellisse. In ognu 
no di questi punti costruendo 
bisettrici dei raggi focali si 
terranno la tangente e la n 
male. fo 

È evidente che tanto i punti 70 
ed M' che M" ed M'” sono sim- 
metrici fra loro rispetto all’as 
focale A,A,, e che i punti M ed. 
M" come pure M' ed M", sono pure strmimetnio) ra lore î) 
7 








ser XI _ 


“FISSO alta: i lendifosiue condotta ad A «A. nel centro O, 

e quindi la curva è simmetrica per trota al centro O. 
Ciò importa che ogni corda dell’ellisse condotta pel centro 
è bisecata dal centro stesso. Queste corde si dicono dîa- 
metri dell’ellisse. 

I punti 5,, 5, di questa per pendicolare bosagicleno al- 
l’ellisse si Ta anche vertici dell’ellisse, ed essi si ot- 
| tengono trovando l’intersezione di questa retta con la cir- 
conferenza descritta col centro in uno dei fuochi e raggio a. 
Dalla costruzione fatta risulta che il segmento bB,B, è sem- 
“pre minore di A,A, 

La retta B,B, si n anche asse dell’ellisse e per di- 
| Stinguere si dice che A,A, è l’asse maggiore, 0 focale, 
.. dell’ellisse, e che 5,5, ne è l’asse minore. i 

Scolio Se indichiamo con d la lunghezza del semiasse 
| minore, e con c la distanza di un fuoco dal centro dell’el- 
| lisse, pel triangolo rettangolo F,08, si ha 









e? spit a? a b* 
SE ’ 
“e quindi l’eccentricità : 
È Vial —% 
= i 


khi=< 


> 


31. Probl. 7.° Dati di un’ iperbole i fuochi e ta lunghezza 
| dell’asse focale, costruire l’iperbole per punti. 

du Siano F,,F,i fuochi dati (fig. 18.*) e 2a la lunghezza del- 
È l’asse focale (che deve essere 

<P, TO l’eccentricità 





Ma 
VA 


d in O, punto medio di ee 
— con raggio 4 si cicmiiimo sa 
. pra F,F, i punti A,, A,, questi 
S | saranno i vertici dell’asse focale. 
«Poi, scelto un punto S sull’as- 
se, esterno al segmento f,, col Fig. 18° 

centro Y, e col raggio eguale al 

| segmento A,S>A,F, si descriva una circonferenza; col 
| centro Fa e con raggio A,$ si descriva un’altra circonfe- 








[SI 




















ferenze appartengono all’iperbole. RS GP A 
Se con i medesimi centri, ma con i raggi scambiati si i 
descrivono altre due circonferenze, si otterranno altri du 
punti 2", M" della medesima iperbole. In ognuno di questi 
punti costruendo le bisettrici dei raggi focali si hanno la. 
tangente e la normale alla curva. pe 
Tanto i punti M, M'chei punti M", M°! sono simmetrici — 
fra loro rispetto all'asse A,A,; i punti M, M' sono sim- 
metrici di M°,M" rispetto alla perpendicolare in O alla 
retta A,A,, però su questa retta non vi sono punti dell’iper- 
bole. Questa perpendicolare si dice pure asse dell’iperbole. 
e per distinguerlo dall'asse A,A, si dice asse non focale, 
Essendo l’iperbole simmetrica rispetto a due assi fra loro 
perpendicolari, essa ha pure ùn centro di simmetria nel 
punto O; perciò ogni corda dell’iperbole che passa per 0 
e bisecata dal punto O. Queste corde si chiamano diametri 
dell’iperbole. {% R$ 
32. Probl. 8.° Dati di una parabola il fuoco e la diret- 
trice, costruire ta parabola per punti. Sa: 
Sia F il dato fuoco (fig. 16.) e DK la data direttrice; 
abbassando dal punto Y la perpendicolare FD sulla diret- 
trice, il punto medio A del segmento FD è il vertice della” 
curva, e la perpendicolare in A all'asse è la tangente al 
vertice. Ciò posto tiriamo una retta qualunque Z7G per- 
pendicolare all’asse in un punto H, che trovisi dalla banda. 
del vertice ove è il fuoco F, se centro 7 e raggio DH de- 
scriviamo la circonferenza, questa incontra la retta HG in 
due punti M, M', appartenenti alla parabola. un, 
Ora, se si congiunge il punto M con quel punto d’incontro 
T' della circonferenza precedentemente descritta con Passi 
situato rispetto ad Y' da banda opposta ad A,-si avrà in 
MT la tangente alla parabola nel punto M. ue. 
Infatti, essendo YM= FT, perché raggi dello stesso cer- 
chio, si ha che ang, FPMT=ang. FTM, ma quest’'angolo TM 
è pure eguale all’angolo EMT:; dunque si ha che MT è 
bisettrice dell'angolo PME e perciò è la tandente cercata, 
Se N è il secondo punto d’incontro della circonferenza 


» 
































I: della curva in. 


ri e 


cen 33; Probl. :) È Dati di'una parabola la tangente al ver- 
o tico ed il fuoco, costruirla per tangenti. 

| Sia AR (fig. 16.) la tangente data ed Y il fuoco;la per- 
i pe endicolare FA titata da F alla tangente data sarà l’asse 
LIA parabola, e se dal punto D simmettrico di PF rispetto. 
cad A si tira la parallela ad AR sarà questa la direttrice 
- della. parabola. 

Si tiri per Y una qualunque retta che incontri in Rla 
tangente al vertice, bersi SU tria perpendicolare RP ad 
FR Sara questa una tangente della curva, 

Se dal punto d’incontro E di FR con la direttrice si tira 
sa parallela all’asse, questa determinerà sulla tangente il 
È punto di contatto M. Infatti, essendo il punto £ simme-. 
» trico di F rispetto ad MP sarà ME= MY. 


de: 34 Probl. 10.° Dati di una ettisse 0 di una iperbole l'asse 
focale eun fuoco, costruire la conica-per tangenti. 

i a Sia A,A, l’asse focale dell’ellisse ed F, il fuoco dato; il 
punto P. simmiettico di F, rispetto al punto medio O di 
A A sura l'altro fuoco, » | "E 
__ Si costruisca sul diametro A,A, la circonferenza (la po-. 
darîa) e col centro F, e raggio A,A, si costruisca l’altra 
‘circonfsrenza, luogo dei punti simmetrici di F, rispetto alle 
tangenti dell’ellisse. 

Si tiri per FX, una qualunque retta 
“e sia N un punto d'incontro di questa 
con la podaria, la perpendicolare ad. 7 
FIN in Nè una tangente dell’ellisse. . ; 
Se +,N incontra oltre N in Pla se- 
‘conda circonferenza, il rag ggio F,Pdi | SUA 
uesta circonferenza determina su 7 il Tu ti 
unto di contatto M. Infatti, essendo Cita 

. P simmetrico di' 7, rispetto a 4, si ha Fig. 19". 
Lx VI, ta. S00r ME, +MkE,= A Ag 





“aggio. T'con St della parabola, sarà ) MUNlan nor- x i: 































dato, il simmetrico F, di F, rispetto al punto O medi i 
A,A, è l’altro fuoco. i E 
Si costruisca sul diametro A;A, la circonferenza (la po- 
daria), e col centro 7, e raggio AjA, 
si costruisca l’altra circonferenza, 
luogo dei punti simmetrici di PF, ri- 
spetto alle tangenti dell’iperbole. 
Si tiri per. 7, una segante alla 
podaria e sia N un punto d’incontro 
di essa colla circoiferenza suddetta, 
la perpendicalare { ad F,N in Nè 
una tangente dell’iperbole; se. P è 
Fig. 20." il simmetrico di 7, rispetto ad N, la 
i retta E, P determina su # il suo punto. 
di contatto M coll’iperbole. Infatti essendo MIF,= MP; 
si ha MP, MF,=A,4,. + Sa 
Si noti che, tanto nell’ellisse che nell’iperbole, per ogni 
trasversale condotta per 7, si hanno due tangenti della. 
conica fra loro parallele. se 








35. Asintoti ed asse ideale dell’iperbole. Si avverta che 
nella costruzione indicata per l’iperbole (fig. 20%) vi è un caso” 
limite interessantissimo. Le due circonferenze (P,) ed (0) 

‘ hanno i raggi l’uno doppio dell’altro, quindi il punto X, che 
dista da F, il doppio di O£ è il centro di omotetia diretta. 
delle due circonferenze; e perciò una tangente condotta dal 
F, ad (0) sarà tangente anche all’altra circonferenza (F,). 
Indicando con Qed Si punti di contatto di questa tangente 
“ con le due circonferenze, sarà 08 parallela ad F,Q, e 
quindi mentre 05 è, per la costruzione indicata, una tan- 
gente della iperbole, su questa non vi è il punto di contatto. 
Questa speciale tangente a cui la curva tende ad avvici- 
narsi senza mai raggiungerla è un asintoto della iperbole. 

Cosicché l’iperbole ha due asintoti e la 10r0 costruzione 

è quella qui sopra indicata, cioè essi si trovano congiun- 
gendo il centro ai punti di contatto delle tangenti condott 
da un fuoco alla podaria. È 





36. Teor. 14.' Si considerino nuovamente (fig. 21.*), del- 





| conferenza podaria O e ” asintoti costruiti; come sì è 


A «detto nel numero precedente, conducendo da 7, le tan-. 


ennA., la Sa alla circonferenza. 
3 asi sia C il suo punto di incontro con 


RE, 4 
Da 


genti 7,P, 4,P' alla podaria. Si tiri 


uno degli asintoti. Si completi il ret- 
Tishsda che ha due lati nelle tangenti 
della iperbole nei vertici 4,, A, ed 
| vertici sugli asintoti, e siano B, , B, 





«i punti in cui gli altri lati segano 


l’asse non focale. Il segmento B,8, Fig. 21. 
di questo asse si assumé come e 


ghezza del semiasse non focale dell’iperbole. L’asse non fo- 


cale dicesi pure asse ideale, per ragioni che qui sarebbe 
difficile dare *); per contrapposto l’asse focate si dice anche. 
asse reale. I due triangoli rettangoli OCA, , OF,P sono 
| eguali per avere un cateto ed un angolo acuto eguale, quindi 


5 : Ai C, che è eguale al. semiasse ideale, è pure eguale ad F,P, 


cioè alla lunghezza della tangente condotta dal fuoco alla 


| podaria, ed inoltre risulta che 


-A4,B,= 00=0F. 


= 


= a Indicando con d il semiasse ideale, con c la distanza del 
«fuoco dal centro si ha 








e? = lata Ad b° 9 
| e quindi l’eccentricità 
cd Val+6 
a 


Se i semiassi sono eguali, gli asintoti risultano fra loro 


# perpendicolari e l’iperbole si dice equilatera. Nella Ele 


Boo * si possono vedere in; Amodeo, Lezioni di Geometria protettiva, pp. 
: 356 e seg. 








3A la sua eccentricità = Va. E CI i 
Viceversa, qualora di una iperbole. siano o dati pa mia FISCO 
Se sopra î semiassi VA, s 0B, dell’ iperbole si RIE 

tl rettangolo, una diagonale di esso è un astatoloa 

ira è parallela all’altro asintoto. TAGLI 













37. Equazione dell’ellisse e dell’iperbole. Si ro er 
assi di coordinate i due assi dell’ellisse o dell’iperbol 
indichiamo con @ ed y le coordinate del punto M. Dai tri: 
goli rettangoli formati dai Paggi focali con V'asse foca 


con la. perpendicolare abbassata da M sull’ ‘asse focale 
. Sulta (fig. 17 e 189) che 














> 


dii pati = pe ti 


e quindi per le proprietà enunciate nel n. se: 
punto JM è dato rispettivamente da 


VPt+t@=o +1 y+ ato =24 





Vy+e-a)t —Vi+ (ca = +28 


Separando i radicali ed elevando a quadrato si ha 


> co — al Lay epltoizà i 


Hioanio nuovamente a quadrato 


c'a°—2ca*r+a'=q? ly +a?—2ca +09) 
“— @ riducendo 





È P n 
rta =aY+ad+ ac? 


, 


xe VE uns, 
d'api 












l'equazione dell’ellisse è 


l’equazione dell’iperbole è Di pedi —=la | 


ud n —maroste 
x» 


ROTA 2a e 2h le lunghezze dei due assi dati (fig. 92,9); 
ra due Fette perpendicolari, 
LI HE dal loro punto d’in- 





2 de STEREO essa segherà A,A, in due punti 
sa sie «saranno i fuochi dell’ ellisse (cfr. lo Scolio del 


2a e- 2%» le is degli assi dati, il primo reale, 2: 
do ideale (fig. 23. 2); sopra due rette perpendicolari, 


























segmenti 0A, , OA, eguali ad a, sull'altra due se î 
OB, , OB, eguali a d, saran 
A,, Azi vertici dell’iperbole. Cen- 
tro O, e raggio A,B, si taglino. 
su A,4, i segmenti OFrOF=3 
saranno PF, , F, i fuochi. Trovati 
i fuochi si costruisce 1’ iperbole 
per punti o tangenti, come si è 
visto nei problemi 7.° e 10.9 del 
n.i 3I e 34. Si noti però che me- 
Fig. 23. diante gli assi si possono costrui- 
re anticipatamente gli asintoti, 
. costruendo le diagonali del rettangolo MNM'N' di cui i lati. 
sono paralleli agli assi, e passano per i vertici. | 
Scolio. Si avverta che costruiti gli asintoti OK , OK° dl 
una iperbole (fig. 24.*), se di essa si conosce un punto SO A, 
la curva si può descrivere an- 
che con la seguente regola : 
Per A si tiri una trasversadle, 
che seghi gli asinloli in B e B', 
st prenda a partire da B' un 
segmento BA' eguale e di senso 
contrario a BA, sarà A' un at- 
tro punto dell’iperbole. 
Perla dimostrazione si vegga- te 
no le pp. 315-316 delle già cita- SISSA < 
ESUES gi 24. 
te Lezioni di Geom. protett. *). 








40. Probl. 13. Trovare i punti d' intersezione di una x 
retta con una ellisse 0 con una iperbole data mediante. Ta 
l’asse focale e i fuochi. H 

(Il caso della parabola è stato trattato al n.° 16, 4. or, SSA 

Sia A,A, l’asse focale, F,,F,i fuochi della conica ed 7 la | 
retta data (fig. 25.*). Se M è un punto d’inconto di 7° con 
la conica, congiungendo con 7, ed 7,, e prolungando MF, 
di un segmento MP eguale ad. MF, si ha che il punto £ 
appartiene alla circonferenza di centro F, e raggio tt. N 


*) Cfr. la pag. T. 








iL 3 Ex 
= 


sicchè il ion Da È equidistante 1: F, e dalla da cir-- 









i Cn Cirtonforenza che passa per 
IR e tocca la circonferenza di cen- 
S\Sbro. F,. Dunque il problema si ri- E 
duce a trovare il simmetrico 2” del 
- fuoco F, rispetto alla retta r, ed Hel 
a costruire i i centri M, M' delle cir- CE 
conferenze che passino per F" ed Ii 
‘e tocchino la circonferenza di cen- 
ro F, e raggio A,A,.1 centri M 
ced M sono i i richiesti. — 

Il problema è quindi ricondotto ad un problema noto di 
Geometria elementare; e perciò si fa passare una circon- 
ferenza per F° F, e per un punto X della circonferenza (1), 
> se K' è il il rimanente punto comune a queste due cir- 
onferenze si trova il punto F.,F-KK'=0 e da questo si 
onducono le due tangenti alla circonferenza (F,), i punti 
di contatto di queste tangenti sono i punti cercati P, P'. 
Congiungendo de sha con er RIE rette determineranno 


























iù di 





due soluzioni: quindi - sì conferma che una conica . 


- AS Tratteromo prima il caso dell’ellisse e dell’iperbole. 
006 Sia Pil punto dato, A,A, l’asse 
ra) focale, F,, F, i fuochi (fig. 26. 2 
i Sopra A,A, si costruiscala circon- 
ferenza podaria della conica, e sulla 
retta PF, presa come diametro si 
costruisca un’altra circonferenza. 
Ogni punto d’incontro N di que- 
ste due circonferenze congiunto con 
P darà una tangente, perchè l’an- 
«golo PNF, è retto e il punto N 
del fuoco. 


«_. T:ovando il simmetrico @ di F rispetto ad N i CONg 
.°< gendolo) con. F., si avrà nella intersezione di da 
la tangente PN, il punto di contatto M della Stessa 
srigente;i.. uc ca | SATA 
i Un'altra soluzione del problema: è la seguente, © 
| Si costruiscano le circonferenze una di centro Pe) Agg 
PF, l’altra di centro 7, e raggio A,A, (fig. 26.%). Se i 
_ è un loro punto d’incontro, la perpendicolare abbassata d. 
Ra FO sari taligente richiesta, 6 | 
tro con QF, Itatt 
conica. PAS RESTI 
2.° Pel caso della parabola sia Fil fuoco ed A il ver- 
 tice (fig27.2). Si tiri la tangente al vertice della parabola 
LE sopra PE come diametro si costruis 
la circonferenza, se questa incontr 
la. tangente al vertice in uno 
to E, sarà ‘PRuna. tangente ri 
sta ;- perché l’angolo PR è 
‘o, ed R appartiene alla podari 
fuoco, «ta SRI 
Trovando il simmetrico Q di 
‘betto ad R e tirando da esso la 
vallela all'asse d i 
nell’intersezione dj questa retta. 
la tangente PR il punto di contati 
1a della stessa tangente. {| {© n 
«Un'altra soluzione del problema è 1a seguente (fig. 2 
(Sì costruisca la direttrice, e la circonferenza di centro. 
| raggio PF seQé un punto d’incontro della direttrice col 
| circonferenza, la perpendicolare abbassata da PP ad FQ 
una tangente richiesta, e la perpendicolare condotta d: 
alla direttrice determina sulla tangente il punto di ec 
tatto. Ra cha 


242: Probl. {5° Costruire le tangenti di una 
| rallele aq una retta data. E 








\ gle ii data. a odo istesso dol problema 
fa: irccodente; se si tratta di una el- 

È lisse: © iperbole (fig. 28.*), basterà 
pie abbassare da un fuoco F, la. per- 


Le 


i | pendicolare alla data direzione te 
trovare le intersezioni N, N' con la 

‘circonferenza ‘podaria; le parallele 

* condotte da N ed N' alla retta 7 Fig. 28% 

4 | saranno le richieste tangenti. 

Se si tratta invece di una parabola (fig. 29.*) si abbassi 
dal fuoco F' la perpendicolare alla dire- 
zione 7 data, e se ne trovi l’incontro PR 
con la tangente al vertice, la parallela 
condotta da R alla retta r sarà l’unica 
tangente che risponde al problema. 

Dalla costruzione fatta risulta che la 
parabola non ha coppie di tangenti pa- 
rallele. 













“pete 


ur 
Vai ; Dimostrare che la distanza del fuoco di una parabola 
| dalla tangente è media proporzionale fra la distanza del 


FINE 


_ Sezioni coniche. e 
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 Op.51 


Vita tastamariva era (Parte Yrifaa 5 ‘1650-1800); ‘dirdia 

storico, biografico, bibliografico, con 1.tav. di-3 ritratti fuori te- 

sto e 5 ritratti nel testo, Tip. Giannini, PODI, 1906. Edizione di 

TO, ‘ v125 esemplari. z 
- Op..3. Monografia delle. ‘curve tautocrone, Tuoi do, TPalimiero, 
Avellino, 1883... 

0p.29, Lezioni di Geometria proiettiva daniele n Cra 


di Napoli, 3° ediz. con 420 figure intercalate e numerosi eserci- 
Ria zi), 28 SISERIADA, con Appendice, 1912. Pierro, Napoli 


Log. 42 (a). Aritmetica particolare e generale con appendice sulle 

equazioni di 1° grado, ad uso delle scuole medie di 2° grado è 
specialmente delle scuole normali, 3% ediz. migliorata con nume- 
rosi esercizii (Vol. I degli Elem, di Matem.), 1910. Pierro, Napoli. 

>» D4 (b). Elementi di Algebra. ad. uso delle scuole -:medie. di 2° gradbò, 
con numerosi. esercizii, 2? ediz. (Vol. II. B. I. 
tem.), 1910, Pierro, Napoli 


Op. 734 (c). Complementi di ‘analisi algebrica” elementare con, ap- 
pendice sulle sezioni coniche; ad uso del 2° biennio degli . 


Istituti tecnici, con numerosi esercizii (Vol. IT. P. II. degli Elem. 
‘di Matem.), 3* edizione, 1920. Pierro, Napoli . 


0 80 (d,). Aritmetica ed Algebra (Parte prima), ad uso della 1 ela 


da pete tecnici, con numerosi esercizii, 2* ediz., 190 Le 


_0Op.80(d,). ‘fmi ed Algebra (Parte seconda) ‘sd ‘neo dla 28 ola 


degli Istituti tecnici, con numerosi esercizii,2*ed.1920.Pierro, Nap. 
Op. AI (9). Aritmetica razionale, ad uso della 4% e 5° classe del giizasio, 
con numerosi esercizii, 4% ediz. 1914. Pierro; Napoli 
on 87 (h). Aritmetica generale ed' Algebra, na uso della 19 e 28 sisi 
liceale , con numerosi esercizii, 2* ediz. adattata al vigonki pro 
TARDE, 1912. Pierro; Napoli 
vitmetica particolare e generale ed Algebra, e 
3* classe liceale, con numerosi esercizii; 3* ediz, adattata ai vi- 
genti programmi, 1942. Pierro, Napoli. . i pae 
Op. 92 (k). Aritmetica pratica. ad uso dél ginnasio EI e della suo 
complementare, con niuynerosi esercizii , 3* ediz. 1919, Albrighi, 
Segati e C.i, Roma 
0p.92 (1). Aritmetica pratica, con appendice “sul calcolo ‘letterale 


e sulle equazioni di 1° grado, ad ‘uso delle scuole tecniche, 
complementari e 19 normale, con numerosi SSA 22 ediz. 1917. 
Albrighi, Segati e C.i, Roma. + 


Op. 58 (i). A 


( 


> (m).Galcolo letterale ed equazioni lineari, diede 


tecniche e 1% normale, con numerosi esercizii, 1911. Pierro, Napoli. 


 Op.lol (n). Aritmetica generale ed Algebra conforme ai programmi . 
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1916. Pierrd, Napoli 


— (0). Aritmetica ed Algebra, ad uso della» 798 claseggdel e 


derno (in corso di stampa). 


Op. 56 Equazioni di 4° grado ad una incognita. Pierro, Napoli 
: (Edizioni A. Vallardi, Genova, Milano, Napoli, Roma) gi. 
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